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INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD
Introduccion

Existen experiencias cuyo resultado final puede predecirse, siempre y cuando, se conocen
las condiciones bajo las cuales se realizan. Por ejemplo, si se suelta una piedra desde cierta
altura es posible determinar el tiempo que tardard en chocar contra el piso.

Hay otro tipo de experiencias que tienen la particularidad de generar resultados que no son
susceptibles de predecirse con certeza; ain cuando se realicen repetidamente bajo
condiciones analogas, existen factores no controlables que generan variaciéon, y por lo
tanto, no siempre se observa el mismo resultado. Estos varian de una repeticion a otra de
manera imprevisible.

Si arrojaramos un dado, no podriamos predecir el nimero que saldria en la cara superior.
Tampoco podriamos anticipar el tiempo de duracidén de una lampara eléctrica, ni el nimero
de automoviles que llegarian a un puesto de peaje en un periodo determinado de tiempo.

Se denomina aleatoriedad a la imposibilidad de predecir con certeza el resultado de una
experiencia. Las experiencias con esas caracteristicas se denominan aleatorias, por lo tanto,
observar el numero que sale en la cara superior de un dado, el tiempo de duracion de una
lamparita eléctrica o el nimero de autos que llegan a un puesto de peaje en un periodo de
tiempo dado, constituyen experiencias aleatorias.

También suele utilizarse el término azar para hacer referencia al caracter imprevisible de
esas experiencias.

La Teoria de Probabilidad proporciona las bases matematicas y el lenguaje para la
descripcion de la variacion implicita en las experiencias aleatorias. Muchos autores
atribuyen el origen de esta teoria a la necesidad de comprender los juegos de azar, es decir,
juegos de apuestas en que domina fuertemente una componente de incertidumbre. Pascal
(1623-1662) y Fermat (1601-1665)consiguieron un auténtico y crucial progreso en la
conceptualizacién de la probabilidad como denota su famosa correspondencia de 1654
donde aparece resuelto el primer problema que el Caballero de Mer¢ le plante6 a Pascal y
que decia: “;Al lanzar dos dados, cuantos lanzamientos son necesarios para tener una
probabilidad no menor de 0.5, de conseguir al menos un doble seis™?

Otro problema de interés historico propuesto a Galileo (1564 — 1642 ) plantea: “si se lanzan
3 dados, (cual es la probabilidad de que la suma de los nimeros obtenidos sea,
respectivamente 9, 10, 11 6 12?

El tratamiento de estos problemas permite apreciar lo importante que resulta explicitar el
conjunto formado por todos los posibles resultados de una experiencia aleatoria, como asi
también un conjunto de posibles resultados. Por tal razon, nos interesa precisar las
definiciones de estos conjuntos y llegar a la definicién formal de probabilidad.



Experiencias aleatorias. Espacio muestral asociado a una experiencia aleatoria

En lo que sigue presentamos ejemplos de experiencias aleatorias, para luego sefialar
particularidades en comun que las caracterizan.

Se lanza un dado y se observa el nimero que sale en la cara superior.

Se lanza un dado y se observa si el nimero obtenido es par o impar.

Se lanza un dado dos veces y se observan los nimeros que salen en la cara superior.

Se lanza un dado dos veces y se observa la cantidad de veces que se obtuvo un nimero
par.

Se repite el lanzamiento de un dado hasta que el nimero tres aparece por primera vez y
se registra el nimero de lanzamientos realizados.

Se cuenta el nimero de llamadas telefonicas que se reciben en un domicilio particular
en un horario determinado.

De una caja que contiene cien azulejos se extrae uno al azar y se observa si tiene o no
fallas.

De un proceso de produccion de cojinetes se extrae uno al azar y se observa el diametro
medido en cm.

Estas experiencias tienen en comun las siguientes caracteristicas:

Se realizan de acuerdo a reglas definidas.

Se pueden repetir sin cambiar esencialmente las condiciones.

Los resultados varian de una repeticiéon a otra de una manera imprevisible, pero es
posible definir el conjunto de todos los posibles resultados.

Los resultados individuales parecen ocurrir de forma arbitraria. Sin embargo, cuando la
experiencia se repite un gran numero de veces, aparece un modelo definido de
regularidad. Por ejemplo si repetimos n veces el lanzamiento de un dado equilibrado,
observamos que la proporcion de numeros pares e impares tiende a ser igual a 0.5 para
valores de n convenientemente grandes.

Esa regularidad hace posible la construccion de un modelo matematico (representacion
abstracta y simplificada de un fendémeno real) con el cual se analiza la experiencia. A tal fin
resulta 1til la siguiente definicion.

Se llama espacio muestral asociado a una experiencia aleatoria, y simbolizamos con S,
al conjunto formado por todos los resultados posibles de dicha experiencia.

Si notamos con S ; al espacio muestral asociado a la experiencia definida en el ejemplo i,

entonces:

S, ={1,2,3,4,5,6}

S, ={p, 1} (p e 1 representa par e impar respectivamente )
S; ={(a,b)con a=1,2,3,4,5,6 y b=1,2,3,4,5,6}



S4 ={0,1,2}

Ss ={1,2,3,....n..} =N

S6={0,1,2, ...... n..... }=N0

S; ={b,d} (b y d denota bueno y defectuoso respectivamente )
Sg ={deR:d>0}

Observaciones:

Los espacios muestrales S |, S, S3, S4y S 7 son finitos, S ¢ y S 7 son infinitos
numerables, en cambio S g es infinito no numerable ( sus elementos no pueden ponerse en
correspondencia biunivoca o biyectiva con los niumeros naturales).

Un suceso elemental de un espacio muestral S, es un conjunto formado por un tnico

resultado de S .
Un suceso A de un espacio muestral S, es un conjunto de resultados de S.

Algunos ejemplos.

El conjunto {2} es un suceso elemental del espacio muestral S | y A = {2, 4, 6 } es un
suceso del mismo espacio muestral que corresponde a la proposicion “se obtiene un nimero
par”.

Los conjuntos {(3,5)}, {(5,3)}, {( 6, 6)} son sucesos elementales del espacio muestral
Ss.

B={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} esun suceso del espacio
muestral S 3 que se corresponde con la proposicion “se obtiene el mismo niimero en ambas
tiradas”.

Propuestas

1) Explicite los elementos de los siguientes sucesos que se definen en relacion a la
experiencia dada en el ejemplo 3.

: El primer nimero que se obtiene es par y el segundo nimero que se obtiene es impar.
: Ambos niimeros son pares
: Ambos nimeros son impares.
: la suma de los nimeros es igual a 6
: el minimo de los nimeros es igual a 5.
: El maximo de los nimeros es igual a 4
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2) Enrelacion al ejemplo 6 considere los sucesos:

A: se reciben a lo sumo 3 llamadas.
B: se reciben por lo menos dos llamadas.
Explicite los elementos de los sucesos A y B.



3) Enrelacion al ejemplo 8 considere el suceso A: el didmetro de un cojinete es superior a
2.19 cm. e inferior a 2.28 cm. Exprese el suceso A mediante un intervalo.

Si se extrae del proceso de produccidon un cojinete y se observa que el didmetro es igual a
2.20 decimos que ocurre el suceso A, en virtud de que 2.20 es superior a 2.19 e inferior a
2.28 cm. En cambio si el didmetro es igual a 2.10 decimos que el suceso A no ocurre. En

este caso, ocurre el suceso complemento de A, que notamos A .
En general

Sea A un suceso del espacio muestral S. Decimos que en una realizacion de la experiencia
ocurre el suceso A si y solo si el resultado de esa realizacion, que notamos con X, €s un
elemento de A. De lo contrario decimos que el suceso A no ha ocurrido, en cuyo caso x €

A, lo que equivale a decir que ocurre el suceso complementario.
Algunas observaciones:

e El espacio muestral S es en particular un suceso que llamamos suceso seguro o cierto
puesto que siempre ocurre ante la realizacion de la experiencia.

e El complemento de S es el suceso que nunca ocurre, lo llamamos suceso imposible y lo
notamos O.

e Elespacio muestral y los sucesos asociados a una experiencia aleatoria se representan a
través de un diagrama de Venn.

Los sucesos pueden combinarse para obtener nuevos sucesos. En lo que sigue presentamos
las operaciones de uniéon e interseccion, como asi también el concepto de sucesos
excluyentes.

» Decimos que ocurre el suceso A U B < al menos uno de los sucesos A 6 B ocurre.
» Decimos que ocurre el suceso A N B < Ay B ocurren simultaneamente.
» Decimos que A y B son sucesos excluyentes < A N B=®.

A B A B A B
AuUB BN AnB AN B=0o.

* Propuestas

1- Generalice las definiciones anteriores para un numero finito e infinito numerable de
sucesos.
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Sea A, B y C sucesos de un espacio muestral S. Exprese los siguientes enunciados en
notacion de conjunto y represente en un diagrama de Venn.

Ninguno de los sucesos A, B y C ocurre.

Solamente ocurre el suceso A.

Exactamente uno de los tres sucesos ocurre.

Ocurre a lo sumo uno de los tres sucesos.

Al menos uno de los tres sucesos ocurre.

Ocurren los sucesos A y Cy no ocurre el suceso B.

Ocurren exactamente dos de los tres sucesos.

Ocurren los tres sucesos.

NN N AN

(8]
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Exprese A U B como union de tres sucesos excluyentes.

Probabilidad de ocurrencia de un suceso

Si A es un suceso del espacio muestral asociado a una experiencia aleatoria, no podemos
decir a priori si A ocurrira o no, al realizar la experiencia. Por tal razon interesa asociar con
cada suceso del espacio muestral un nimero que mida, de alguna manera, la posibilidad que
tiene A de ocurrir. Esta tarea nos conduce al concepto de probabilidad.

Si consideramos el suceso A: sale un nimero par al tirar un dado, resulta razonable
considerar que ese suceso tiene una posibilidad de ocurrir igual a 0,5 en virtud de que el 50
% de los resultados posibles pertenecen al suceso A.

Este razonamiento es factible en virtud de que:

¢ podemos calcular el porcentaje de resultados que hay en A, con respecto al espacio
muestral S, ya que éste tiene un nimero finito de elementos.
¢ suponemos que cada resultado de S tiene la misma posibilidad de ocurrir.

Esta ultima consideracion es admisible si el dado esta bien construido (dado equilibrado) y
en consecuencia las seis caras tienen la misma posibilidad de salir.

El primer intento de definir con rigor matematico el concepto de probabilidad es debido a
Laplace ( 1812) quien dio la definicion que se conoce con el nombre de definicion clésica,
y dice:

La probabilidad de un suceso es igual al cociente entre el numero de resultados
favorables y el numero total de resultados posibles, siempre y cuando todos los resultados
tengan igual posibilidad de ocurrir.

Esta definicion, incluso para la misma época, resulta circular y restrictiva, y soélo ofrece un
método practico de calculo para algunas situaciones.



Un ejemplo

Un bolillero contiene 20 bolillas numeradas de 1 a 20. Si se elige al azar una bolilla, ;cual
es la probabilidad de que el numero de la bolilla elegida sea divisible por 3 ?

Si notamos con A al suceso: “el numero de la bolilla elegida al azar es divisible por 3”
resultaA=1{3,6,9,12,15,18 }.

Siendo el conjunto de todos los resultados posibles S={1,2,3, ........ 20 }, la probabilidad
6 6
del suceso A es igual a — , y notamos P(A) = —
! T M=%

En los siguientes problemas te proponemos calcular probabilidades a partir de la definicién
clasica. En cada caso te sugerimos reflexionar sobre el cumplimiento de las condiciones
establecidas en la definicion.

Propuestas

1) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar un alumno de la clase, el mismo resulte:
a) un varon, b) una mujer.

2) Un bolillero contiene 10 bolillas numeradas de 0 a 9. Se extraen al azar 3 bolillas, una a
una sin reposicion, (la bolilla extraida no se devuelve al bolillero) y se forma un numero
de tres cifras.

Calcule la probabilidad de que:

a) el niimero sea menor que 500.

b) el nimero comience con 3 y termine con 9.
c¢) el nimero comience y termine con 3.

d) EIl nimero sea menor o igual a 987.

3) Calcule la probabilidad de los sucesos A, B, C, D, E, F, B U C, definidos en relaciéon a
la experiencia aleatoria presentada en el ejemplo 3.

Al resolver los problemas propuestos, aplicando la definicién clésica de Laplace, habra
observado que:

e 0 <P(A) <1
e P(S)=1
e Si Ay B son sucesos excluyentes entonces P(AU B) =P(A) + P(B)

El modelo hipergeométrico

Un curso se compone de 50 alumnos de los cuales 30 son de Rosario y los restantes son del
interior.



Se eligen al azar 5 alumnos. Nos interesa calcular la probabilidad de que 3 de los 5 alumnos
sean de Rosario.

Primero determinamos de cudntas maneras diferentes podemos elegir 5 alumnos entre 50,
entendiendo que dos grupos de 5 alumnos son diferentes cuando difieren en al menos un
alumno. Luego calculamos cuantos son los grupos de 5 alumnos conformados por 3 de
Rosario y dos del interior.

50
. Existen s =2118760 formas diferentes de elegir 5 alumnos entre 50.
. 30 ) . .
. Existen 3 = 4060 formas diferentes de elegir 3 alumnos de Rosario entre los 30.
. 20 . . .
. Existen 5 =190 formas diferentes de elegir 2 alumnos del interior entre los 20.

o Cada una de las 4060 formas diferentes de elegir 3 alumnos de Rosario se puede
completar de 190 maneras diferentes con alumnos del interior, hasta formar un grupo

30)(20
de 5 alumnos. Luego son (3 ](2 ]= 4060-190 = 771400 las formas diferentes de

formar grupos de 5 alumnos con 3 de Rosario y 2 del interior.

Si definimos el suceso A: en un grupo de 5 alumnos hay 3 alumnos de Rosario, y
aplicamos la definicion de Laplace se tiene que:

H

Le proponemos calcular a continuacion las probabilidades de que en un grupo de 5 alumnos
no haya alumnos de Rosario, haya 1, 2, 4 y 5 respectivamente. Antes de realizar los
calculos le sugerimos realizar conjeturas a priori sobre cuales valores son mas probables y
compararlos con el valor 0.364 recién calculado.

Una vez realizado los calculos le proponemos realizar la siguiente grafica cartesiana. Sobre
el eje horizontal represente los valores enteros de 0 hasta 5 y sobre cada valor levante un
baston de longitud proporcional a la probabilidad de dicho valor. La grafica que se obtiene
se denomina “distribucion de probabilidad” de la “variable aleatoria” cantidad de alumnos
rosarinos, en un grupo de 5 elegidos al azar. Los conceptos puestos entre comillas seran
tratados mas profundamente en las siguientes unidades.

Como sefialamos anteriormente, la definicion de Laplace resulta restrictiva y no permite
asignar probabilidades a los sucesos de espacios muestrales que no son finitos, o que siendo
finitos, no se cumple la condicidon de que todos los resultados son igualmente posibles.



Surge la pregunta: ;cémo asignar las probabilidades de sucesos en estos casos?.

Supongamos que estamos interesados en determinar la probabilidad del suceso A: el
diametro de un cojinete extraido al azar es superior a 2.10 e inferior a 2.20.

Una primera aproximacion podria ser la siguiente. Repetimos n veces la experiencia de
extraer un cojinete y medimos su diametro. Luego observamos la cantidad de valores
medidos que se encuentran en el intervalo definido por el suceso A ( frecuencia absoluta

del suceso A). Sea n, dicho nimero. El cociente "4 (frecuencia relativa del suceso A)
n

puede usarse como una medida de la posibilidad de que A ocurra.

Si bien es cierto que el valor de la frecuencia relativa puede variar cada vez que se realizan
n observaciones, esta variacion tiende a ser insignificante en la medida que n es
convenientemente grande. Dicho de otra manera, la frecuencia relativa de A varia en cada
muestra de n observaciones, pero a la larga surge cierta regularidad; la frecuencia relativa
de A tiende a estabilizarse alrededor de un valor constante.

Ese valor constante, que llamaremos probabilidad del suceso A y que notamos P(A) puede
imaginarse como la frecuencia relativa en “la poblacion infinita” que resulta de observar
indefinidamente el didmetro de los cojinetes que se extraen de un proceso de produccion
que funciona de manera continua y estable.

En esta aproximacion, el concepto de probabilidad de un suceso surge como el valor hacia
el cual tiende la frecuencia relativa en una larga serie de observaciones. En la practica
carece de sentido hablar de una infinidad de observaciones, de modo que ese valor
constante solo puede determinarse en forma empirica con una precision limitada.

Este mismo procedimiento podria utilizarse para estimar, por ejemplo, la probabilidad de
obtener un nimero igual a tres al lanzar un dado. Si el dado es equilibrado la frecuencia

relativa del valor tres tiende a estabilizarse alrededor del valor é .

Analicemos cual es la diferencia entre este enfoque y la definicion dada por Laplace.

En el modelo introducido por Laplace la probabilidad de un suceso se determina a priori a
partir de ciertas hipotesis, sin necesidad de realizar experiencias, en tanto que la
probabilidad que se estima a través de las frecuencias relativas es una probabilidad
experimental, determinada a posteriori a partir de resultados empiricos. Lo importante es
que ambas tienden a coincidir, siempre y cuando se cumplen las hipdtesis o supuestos que
se realizan y el nimero de repeticiones de la experiencia es convenientemente grande.



Los siguientes datos son los resultados observados al lanzar 400 veces un dado.

1162 5155 2531 4132 1133
3562 3643 3162 4535 4145
4224 1443 4631 4211 2333
2444 6424 6634 5256 6162
5155 4233 1631 3241 4633
3266 5332 1232 5224 3624
4263 4164 4326 6425 1451
6562 2236 4353 1413 5215
5161 6444 3422 3361 5514
6123 4334 2652 5325 2623
5112 6114 6643 3451 2525
6261 5312 2662 4363 5632
1215 1334 3423 3425 5525
5626 6424 2551 1253 2253
1442 6322 6165 3463 5264
3245 6535 1435 3125 4626
4344 6346 6635 5152 6134
6336 3645 5126 2615 2232
1414 4266 4641 3615 2643
6536 4114 5261 5641 2613
Propuesta

a) Determine la frecuencia relativa de cada numero utilizando:

e las primeras 200 observaciones.

e las siguientes 200 observaciones.

e las 400 observaciones

b) Realice las graficas de las “distribuciones de frecuencias relativas”, para cada caso.
Sobre el eje horizontal represente los valores de la variable y sobre cada valor levante
un baston cuya longitud sea proporcional a la frecuencia relativa observada.

Observe en relacion a la propuesta que el espacio muestral asociado a la experiencia de
lanzar un dado y observar el nimero que sale en la cara superiores S={1,2,3,4,5, 6}.
En cambio los 400 datos, conformados por valores de S, constituye una muestra de tamafio
400 de una poblacién “tedrica”, la que resulta de observar indefinidamente el nimero que
se obtiene al lanzar un dado.
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Si el dado es equilibrado, la frecuencia relativa de cada valor se estabiliza en % . Este valor

puede considerarse como la frecuencia relativa en la poblacion, por lo tanto, es la
probabilidad de obtener cualquiera de los nimeros, al tirar un dado equilibrado.

Propuesta

7

D E F

a) Se deja caer una bola por la abertura A. Calcule la probabilidad de que la bola salga por
cada uno de los orificios D, Ey F.

b) Si se arrojan 1000 bolas por la abertura A, ; aproximadamente qué proporcion de bolas
salen por cada orificio?

Los siguientes datos corresponden al diametro de 100 cojinetes, extraidos de un proceso de
produccion. Los datos se presentan ordenados en forma creciente. El niimero entre
paréntesis indica las veces que el valor se repite.

1,79 1,80 1.84 1.85 1,86 (3) 1,87 (2) 1,88 (3) 1,89 (2) 1,90 (2) 1,91(3) 1,92 (2) 1,93
(3) 1,94 (2) 1,95(6) 1,96 (3) 1,97 (4) 1,98 1,99 (2) 2,00 (2) 2,01 (4) 2,02 (3) 2,03 (6)
2,04 (5) 2,05 (3) 2,06 (4) 2,07 (3) 2,08 (5) 2,09 (4) 2,10 (4) 2,11 2,12 (5) 2,13 2,15
(2) 2,16 (2) 2,17 2,18 (2) 2,25.

La frecuencia relativa del suceso A: el didmetro de un cojinete es superior a 2.10 cm. e
inferior a 2.20 cm es igual a 0.14. Por lo tanto diremos 0.14 es una estimacion de la
probabilidad del suceso A, basada en una muestra de tamafio 100.

Si la estimacion de la probabilidad del suceso A se realizara en base a una muestra de
tamafio 1000 obtendriamos, en general, una estimacién mas precisa.

Propuesta

Se considera que los cojinetes cuyos diametros superan el valor 2.20 y son inferiores a 1.80
son defectuosos.
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Ante la evidencia de la muestra obtenga una estimacion de la probabilidad del suceso A:
un cojinete extraido del proceso de produccion es defectuoso.

Veamos algunas propiedades de la frecuencia relativa
Si notamos con f 4 la frecuencia relativa de un suceso A entonces:

> 0<f, <1 (0<n, <n<lI)

» fgs =1,siendo S el espacio muestral asociado a la experiencia. (ns - n)

» SiBNC=®entonces fguc =g+ f¢ (n(BUC)=n(B)+n(C)-nyz+n)

Si B y C son sucesos excluyentes entonces n(BuwC), la cantidad de elementos de BUC,

es igual a la suma de la cantidad de elementos en B con la cantidad de elementos en C.
(Entre paréntesis se consigna la clave de la demostracion de la propiedad)

La interpretacion de la probabilidad como una frecuencia relativa a largo plazo es debida al
matematico austriaco Richard von Mises

El paso definitivo, en el proceso de incorporacion del Célculo de Probabilidades a la
Matematica es dado en 1933 por el matematico ruso Kolmogorov, quien profundizando en
las ideas de von Mises, establece una definicion axiomatica, que consiste en introducir el
concepto a partir de un conjunto de axiomas o postulados, que enuncian ciertas propiedades
de las probabilidades. Estas propiedades estdn motivadas por las propiedades de la
frecuencia relativa.

Definicion axiomatica de probabilidad

Sea S el espacio muestral asociado a una experiencia aleatoria. Con cada suceso A
asociamos un numero, P(A), que llamamos probabilidad del suceso A y que verifica las
siguientes axiomas:

Ai: PA)=0
A,: POS)=1
As: SiBnC=®entonces PBuC) =P(B)+ P(C)

Observamos que los axiomas de la definicion no indican como asignar las probabilidades,

sin embargo restringen la forma de su asignacion y formalizan de hecho propiedades de la
frecuencia relativa.

Recuerde que las probabilidades calculadas a partir del modelo de Laplace cumplen las
mismas propiedades que las enunciadas en los axiomas. En consecuencia la definicion
dada por Laplace puede considerarse como un caso particular de la definicion axiomatica.
Consecuencias de los axiomas

1) P(@)=0

2) P(A) =1-P(A)
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3) Si A c B entonces P(A) < P(B)

4) P(AUB)=P(A)+PB)-P(An B)

Para probar la propiedad 4) expresamos los sucesos A\UB y B como union de sucesos
excluyentes.

AUB= AU(BnNnA )
B=(AnB)u(@BnA)

Aplicando el axioma A 3 resulta: P(A U B) = P(A)+P(B N A)

P(B)=P(ANB)+P(BNA)
Restando miembro a miembro se tiene P(A U B) — P(B) =P(A) — P(A n B) y por lo tanto
P(A U B)=P(A) +P(B)-P(A n B).
Propuesta
a) Pruebe las restantes consecuencias de los axiomas.
b) Pruebe que:
P(AuB U C)=P(A)+PB)+P(C)-—P(AnB)-P(ANC)-P(BNC)+P(AnB nC).
Propuesta
Resuelva los siguientes problemas e indique cudles de las probabilidades dadas o calculadas
se obtienen en forma empirica, a través del modelo de Laplace o aplicando los axiomas de
probabilidad.
Problema 1
Se tienen 5 urnas, cada una con 10 bolillas numeradas de 1 a 10. Se extrae una bolilla de
cada urna.
Calcule la probabilidad de que el mayor numero extraido sea menor o igual que 7.
Problema 2
Las probabilidades de que un conmutador telefonico reciba 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 0 mas
llamadas en un determinado periodo de una hora son respectivamente: 0.02, 0.08, 0.15,
0.20, 0.20, 0.16, 0.10, 0.06 y 0.03.
Calcule la probabilidad de que en ese periodo de una hora se reciban:
a) menos de 4 llamadas

b) al menos 3 llamadas
¢) alosumo 4 llamadas
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d) mas de 1 llamada
e) entre 2 y 6 llamadas, inclusive.

Problema 3

Un laboratorio de resistencia de materiales, después de realizar ensayos de elongacion y
torsion sobre varillas de un nuevo material plastico, informa al departamento de produccion
que la probabilidad de que una varilla resulte con fallas de elongacion, fallas de torsion, o
ambas fallas a la vez es 0.06, 0.04 y 0.015 respectivamente. Calcule la probabilidad de que
una varilla seleccionada al azar no presente fallas.

Probabilidad condicional
Ejemplo introductorio

Se lanza un dado equilibrado dos veces y se observa el par de nimeros que se obtiene.
(Cuadl es la probabilidad de que la suma de los dos nimeros sea igual a seis si se sabe que
el resultado del primer lanzamiento es un dos?

Ya hemos determinado que 3i6 es la probabilidad de que la suma sea igual a seis, en razén

de que existen 5 casos favorables: (1,5);(2,4);(3,3);(4,2) y(5,1)sobreun
total de 36 casos posibles e igualmente probables .

Los sucesos elementales que tienen un dos como primer resultado son :
(2,1):(2,2);(2,3);(2,4); (2,5)y (2,6).

Solo uno de estos resultados, el ( 2, 4 ), verifica la condicién de que la suma es seis.

En consecuencia la probabilidad de que la suma sea seis cuando el resultado del primer

. 5 . 1
lanzamiento es un dos, ya no es Y3 sino e

Cuando se conoce que el primer nimero es un dos los casos posibles se reducen de 36 a 6,
y solo uno de esos resultados verifica la condicion de que la suma es seis.

Sean los sucesos:

A: la suma de los dos lanzamientos es igual a seis.

B : el resultado del primer lanzamiento es un dos.

Si notamos con P(A | B) la probabilidad condicional de que la suma es seis cuando se

. ) 1
conoce que el resultado del primer lanzamiento es un dos, entonces P(A | B ) = e

Le proponemos verificar que:
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P(A.N B)

P(A |B) = o)

P(A | B) es la probabilidad de ocurrencia del suceso A, en un espacio muestral reducido al
suceso B.

vélida para el ejemplo anterior es general y nos da un

. P(A.nB
La relacion P(A |B) = %

medio para definir formalmente la probabilidad condicional.

Definicion de probabilidad condicional
Sean A y B dos sucesos de un espacio muestral S.
Se define la probabilidad condicional del suceso A, cuando se sabe que el suceso B ha

ocurrido, y se nota P(A | B) al cociente:

P(A.NB)

P(A|B) = , siempre y cuando P(B) >0

Propuesta

Pruebe que la definicion dada cumple con los axiomas de probabilidad, es decir :
P(A|B) >0

P(S|B)=1

Si AnC=¢® entonces (A UC|B)=P(A|B)+P(C|B)

Realizada la prueba puede concluir que también se cumplen las siguientes propiedades:
P(A|B)=1-P(A|B)

P(A uC|B)=P(A|B)+P(C|B)-P(A n C|B)

Propuesta

El personal de una compaiiia se encuentra separado en dos secciones: administracion (A) y
operacion de planta (P). La siguiente tabla muestra el numero de empleados en cada
seccion clasificados por sexo.
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| Mujer (M) Hombre (H)

Administracion (A) 30 10
Operacion de planta (P)' 20 140

Sean los sucesos:

A: un empleado trabaja en administracion
P: un empleado trabaja en planta

M: un empleado de la compafiia es mujer
H: un empleado de la compaiiia es varon

Se elige al azar un empleado de la compaiiia, calcule la probabilidad de que ocurra cada
uno de los siguientes sucesos:

a) esun hombre

b) trabaja en planta

¢) es hombre y trabaja en planta

d) trabaja en planta sabiendo que es un hombre

e) trabaja en planta sabiendo que es una mujer

f) trabaja en administracion sabiendo que es una mujer

En relacion al problema resuelto observa que:
% P(P|H) +P(P|M)#1 (M=H)

En general P(A |B)+P (A | B) #1 o equivalentemente P (A| B ) #1-P(A|B)
% P(P)<P(P|H) y P(P)>P(P|M)

Si nos restringimos a los empleados de la compaifiia que son hombres la proporcion de
los mismos que trabajan en planta es mayor que la proporciéon de empleados que trabajan
en la compafiia, en cambio la relacion se invierte cuando nos restringimos a los empleados
de la compaiiia que son mujeres.

Este ejemplo nos muestra que la probabilidad condicional de un suceso puede ser mayor o

menor que la probabilidad incondicional del suceso.

Si A y B son sucesos de un espacio muestral S, también puede darse que P(A | B) = P(A).
En lo que sigue estudiaremos e interpretaremos situaciones en que P(A |B)=P(A)

Sucesos Independientes

Propuesta
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Sean A y B dos sucesos de un espacio muestral S, ambos con probabilidad distinto de cero
y uno.

Pruebe que:

v" si A y B son excluyentes entonces P (A |B)=0

v siB c AentoncesP(A|B)=1

En cada caso, sabiendo que ocurrio6 el suceso B, se nos da una informacion precisa acerca
de la probabilidad de ocurrencia del suceso A. Mas aun, P (4 | B) # P (A4 ), lo que nos
indica que la probabilidad de ocurrencia A se ve afectada por la ocurrencia del suceso B.

Veamos ahora un ejemplo en que esto no ocurre.

En relacion a la experiencia de lanzar un dado equilibrado y observar el numero que sale en
la cara superior, consideremos los siguientes sucesos:

A: se obtiene un nimero par.
B: se obtiene un multiplo de tres.

A={2,4,6} y B=1{3,6}

P(A)= P(B)=—-, P(ANnB)=

1 I 1
2’ 3 6

Observa que: P(A |B)=—, P(B\A)=% y por lo tanto :

1
2
> P(A|B)=P(A)
> P(B|A)=P(B)
> P(ANB)=P(A) -P(B)

Las tres igualdades que se verifican en relacion al ejemplo en estudio nos indican

respectivamente que:

¢ la informacion de que el suceso B ha ocurrido no modifica la probabilidad de
ocurrencia del suceso A,

¢ que la ocurrencia de 4 tampoco modifica la probabilidad de ocurrencia del suceso B,

¢ que la probabilidad de la ocurrencia de A y B es igual al producto de la probabilidades
de A yB.

En general vale la siguiente propiedad

Si A y B son dos sucesos de un espacio muestral S con probabilidades distintas de cero
entonces las siguientes condiciones son equivalentes (la validez de una de ellas implica la
validez de cualquiera de las restantes).

1- PCA|B)=P(A)

2- P(B]|A)=P(B)
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3- PCANB)=P(A)-P(B)
Propuesta
Pruebe la equivalencia de las tres condiciones.

Recuerde que:
P(AnB)= P(A|B)P(B)

P(ANnB)= P(BJA)P(A)

Decimos que los suceso A y B de un espacio muestral S, son independientes, si y solo si se
verifica cualquiera de las condiciones de la propiedad anterior.

Propuesta

Pruebe que si A y B son sucesos independientes entonces también lo son:

[ ]
> > >
os]levilles]

y
y
y
En lo que sigue aplicamos el concepto de sucesos independientes para resolver dos

problemas de confiabilidad de sistemas.

Las siguientes figuras muestran dos sistemas.

El primero estd formado por dos componentes acopladas en serie.
El segundo esta formado por dos componentes acopladas en paralelo.

En el primer caso el sistema funciona cuando ambas componentes funcionan. En el
segundo caso el sistema funciona cuando al menos una de las componentes funciona.

La probabilidad de funcionamiento de una componente, en un periodo de tiempo, es igual a
0.99.

Nos proponemos calcular la probabilidad de funcionamiento de cada sistema, en el mismo
periodo de tiempo en que esta dado la probabilidad de funcionamiento de una componente.
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Sean los sucesos:

S : el sistema funciona

F ; : la componente i funciona, parai=1, 2.

Para el sistema en serie :
P(S)=P(F;nF,)=P(F,)P(F,)=(09)%=0.81
Para el sistema en paralelo :

P(S)=P(F, U F,;)=P(F)+P(F,)-P(F1nF,)=
P(F,)+P(Fa)-P(F)P(F,)=099

Observa que en el célculo de P( F | n F ;) hemos realizado el supuesto de que las
componentes funcionan independientemente. Esto significa que el funcionamiento de una
de las componentes no influye en el funcionamiento de la otra componente. Los sucesos F ;
y F los consideramos independientes.

Teorema de la probabilidad total

Antes de probar el teorema de la probabilidad total le proponemos reflexionar sobre el
siguiente problema resuelto.

Una provincia se ha dividido en tres regiones: N (norte), C (centro) y S (sur). En cada
region se ha determinado el porcentaje de la poblacion que es desocupada obteniéndose los
siguientes valores. En el norte el 10 % de la poblacion es desocupada, en cambio en el
centro y en el sur estos porcentajes son el 8 y 5 % respectivamente. Asimismo se conoce
que en el norte vive el 50 % de la poblacidn total de la provincia, mientras que en el centro
y en el sur viven respectivamente el 30 % y 20 % de la poblacion.

¢, Permite esta informacion determinar el porcentaje de desocupados en toda la provincia?

Si notamos con x al total de la poblacion de la provincia entonces, x - 0.5 representa el
numero de habitantes del norte y x * 0.5 - 0.10 el numero de desocupados que viven en el
norte.

De manera anéloga se establece que x - 0.30 - 0.08 y x - 0.20 - 0.05 representan el
nimero de desocupados en el centro y sur respectivamente.

En consecuencia x - 0.5 - 0.10 +x - 0.30 - 0.08 + x - 0.20 - 0.05 representan el total de
desocupados en la provincia.

Aplicando el modelo de Laplace se tiene que la probabilidad, p, de que al elegir al azar un
habitante de la provincia resulte un desocupadoes: p= 0.5.0.10 + 0.30.0.08 + 0.20.
0.05=0.084

Por lo tanto el 8.4 % de la poblacion es desocupada.
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Hemos determinado el porcentaje de desocupados en la provincia a partir de la informacion
de los porcentajes de desocupados en cada region y conociendo cudnto representa la
poblacion de cada region, respecto a la poblacion total de la provincia.

Si notamos con

D: un habitante elegido al azar es desocupado

N: un habitante elegido al azar habita en el norte

C: un habitante elegido al azar habita en el centro

S: un habitante elegido al azar habita en el sur

entonces, P(D)=P(N)-P(D|N)+P(C)-P(D|C)+P(S)-P(D]|S)

El resultado obtenido constituye un caso particular del teorema de la probabilidad total que
pasamos a considerar.

Decimos que los sucesos Aj, Ay, ...... , A, constituyen una particion del espacio muestral
S cuando:

> A1 U A2 U...... U A n = S

> AN Aj:q) Vi#]
> P(A;)>0 Vi

El teorema de la probabilidad total permite calcular la probabilidad de un suceso B S
cuando se conocen:

P(B|Ai) yP(Ai)Vi=1,2,...n;siendo A}, Ay, ...... , A, una particion de S.

En efecto:

B=B NS=B nNn(A U A, U..... UAL=B NA)u(BnA)u.... U(B NAL)
P(B)=P[ (BN A))Uu(BnAy)) u..u(BnA,)]

SiendoB N A;, B A,,... B A, sucesos excluyentes , resulta:

P(B)=P(B N A;)+P(B N Ay)+....+P(B nA,) ypor lo tanto
P(B)=PB|A)P(A;)+P(B|A)P(A,)+....+tP(BJA,)P(A,)=

=3 P(B|A)P(A)).

El resultado obtenido se conoce como Teorema de la Probabilidad Total
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Le proponemos probar como una consecuencia del teorema de la probabilidad total que :

P(B | Ax) P(Ax)

D _P(B| Ai) P(Ai)

Este resultado se conoce con el nombre de Teorema de Bayes
Propuesta

P(Ax[B)=

En relacion al problema introductorio:

a) Calcula la probabilidad de que un habitante elegido al azar pertenezca a cada region
cuando se sabe que se trata de un desocupado.

b) ¢Cudnto suman las probabilidades calculadas en a)?

Propuesta

Una planta recibe microcircuitos provenientes de tres fabricantes A, B y C. El 50% del total

se compra a A mientras que a B y a C se le compra el 25% a cada uno. El porcentaje de

circuitos defectuosos producidos por A, By C es de 3%, 5% vy 6% respectivamente. Los

circuitos se almacenan en la planta sin importar quien fue el proveedor.

a) Calcule la probabilidad de que una unidad armada en la planta contenga un circuito
defectuoso.

b) Si se elige al azar un circuito que resulta no defectuoso, ;cudl es la probabilidad de que
provenga del proveedor B?

Propuesta para la revision
Problema 1

Explique por qué hay un error en el siguiente enunciado.
Las probabilidades de que haya 0, 1, 2, 3 o mds abandonos durante una carrera de
automovilismo son respectivamente 0.03, 0.11, 0.19, 0.65.

Problema 2

En una ciudad se publican los diarios a, b, y c. Se ha determinado que: el 20 % lee a, el 16
%leeb,el 14 % leec,el8% leeayb,el5%leea yc,el4%bycyel2%leea, byec.
Se elige al azar una persona de la ciudad. Calcule la probabilidad de que:

a) no lee ninguno de los diarios,

b) lee solamente uno de los diarios,

c) lee los diarios a y b sabiendo que lee al menos uno de los diarios.
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Problema 3

Una caja A contiene 4 bolillas numeradas de 1 a 4. Otra caja B contiene 3 bolillas
numeradas de 1 a 3. Se extrae al azar una bolilla de cada caja .

Calcule la probabilidad de que el numero de la bolilla de la caja A sea mayor que el
numero de la bolilla de la caja B. ;Debid realizar algin supuesto?

Problema 4

Una empresa necesita realizar dos contratos de construccion que se asignan a tres firmas

que concursan. Una misma firma puede recibir ambos contratos.

a) Realice una lista completa de todas las formas posibles en que se pueden asignar los
contratos.

b) Si todos los resultados son igualmente probables, calcule la probabilidad de que ambos
contratos sean para una misma firma.

Problema 5

Una empresa realiza 3 pedidos para refacciones y puede elegir entre 5 distribuidores
distintos. Cada pedido se realiza con igual probabilidad a cada una de las distribuidoras que
a su vez pueden recibir pedidos multiples. Calcule la probabilidad de que :

a) todos los pedidos sean para distribuidoras distintas,

b) todos los pedidos sean para el mismo distribuidor,

c) exactamente dos de los tres pedidos sean para un mismo distribuidor.

Problema 6

Se lanzan dos dados equilibrados.

a) Calcule la probabilidad de obtener al menor un as.

b) Encuentre los valores para “las variables”: suma, media aritmética, maximo y
minimo de los dos valores obtenidos y calcule las probabilidades respectivas.

c) Represente en un sistema de ejes cartesianos las “distribuciones de probabilidad”
asociadas con cada variable. Sobre el eje de las abscisas represente los valores de la
variable. Sobre cada valor de la variable levante un baston de longitud proporcional
a la probabilidad de ese valor.

Problema 7
Analice si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa.
Al lanzar tres dados equilibrados la probabilidad de que la suma sea igual a nueve es

menor que la probabilidad de que la suma sea igual a 10.

Problema 8
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Una urna contiene 5 bolillas rojas y 5 bolillas negras. Se extraen en forma sucesiva y con
reposicion 6 bolillas.

Considere las siguientes secuencias: RRRNNN ~ RNRNRN  NNRNRR  RNRRNR
(Son las 4 secuencias igualmente probables? En caso afirmativo explique por qué, de lo
contrario ordene las secuencias en funcion de las probabilidades crecientes y justifique.

Problema 9

Entre 5 generadores portatiles producidos en una linea de montaje hay dos defectuosas.
Se seleccionan al azar dos generadores para su venta.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que ambas no tengan defectos ?

b) /Cual es la probabilidad de que uno de los generadores sea defectuosos?

Problema 10

Los empleados de una empresa fueron objeto de un examen en relacion a determinada
destreza. La siguiente tabla resume la informacion obtenida.

Hombres (H) Mujeres (M)
Pasaron la prueba ( P ) 24 36
No pasaron la prueba 16 24

Si se elige al azar un empleado de la empresa, calcule la probabilidad de que:
a) haya aprobado la prueba,

b) haya aprobado la prueba y sea hombre,

¢) haya aprobado la prueba sabiendo que es hombre,

d) seauna mujer,

e) ¢(Son Py H sucesos independientes?

Problema 11

Una fabrica tiene dos maquinas, m; y my, para producir cierto tipo de pieza.

La maquina m; produce el 30 % de las piezas con un 3 % de piezas defectuosas y m;
produce el 70 % restante con un 2 % de piezas defectuosas.

Se elige al azar una pieza que sale de la fabrica para la venta y resulta ser defectuosa.
Calcule la probabilidad de que haya sido producido por la maquina m.

Problema 12

Sean A y B dos sucesos de un espacio muestral S.
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SiP(A)= %, P(B|A)= %, P(A|B) i , {cudles de las siguientes proposiciones son

verdaderas y cuales son falsas?
a) Ay B son excluyentes
b) AcB

3

¢) P(A|B)==

~

d) P(A|B)+P(A|B)=1
Problema 13

Un numero binario estd formado por n digitos. La probabilidad de que aparezca un digito
incorrecto es p. Si los errores en digitos diferentes son independientes uno de otro, ;, cudl es
la probabilidad de formar un nimero incorrecto?

Problema 14

Tres compaiiias A, B y C licitan por un contrato para la construccion de un puente. Las
probabilidades de que A, B y C obtengan el contrato son 0.5, 0.3 y 0.2 respectivamente. Si
lo obtiene A, elegira como subcontratista a E con probabilidad 0.8, en cambio si lo obtiene
B o C sera elegido E con probabilidades 0.4 y 0.1 respectivamente. Antes de ser concedido
el contrato principal, ;cual es la probabilidad de que E obtenga finalmente el subcontrato?

Problema 15

Un sistema estd formado por dos componentes. La probabilidad de que la segunda

componente funcione de una manera satisfactoria durante su vida util de disefio es 0.9, la

probabilidad de que al menos uno de las dos componentes funciones bien es 0.96 y la

probabilidad de que las dos componentes funcionen bien es 0.75.

a) Dado que la primera componente funciona de manera satisfactoria en toda su vida 1til
de diseno, ;cudl es la probabilidad de que la segunda también funcione bien?

b) ¢ Son el funcionamiento de las componentes sucesos independientes?. Justifique

Problema 16

Un lote de 100 circuitos integrados contiene 20 defectuosos. Se eligen al azar y sin

reposicion dos circuitos del lote. Calcule la probabilidad de que:

a) ambos sean defectuosos,

b) haya uno defectuoso y otro no defectuoso.

¢) Repita los calculos si la extraccion se realiza con reposicion. Compare y comente los
resultados obtenidos.

Problema 17
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El control que se aplica al comprar cierto tipo de articulos que vienen en cajas de 6
unidades, consiste en sacar al azar dos unidades de cada caja, en forma sucesiva y sin
reposicion, y examinarlas.
Si de una caja se sacan dos unidades buenas la caja es aceptada, de lo contrario se la
rechaza.
a) Calcule la probabilidad de aceptacion de una caja en funcidon de la cantidad de
articulos defectuosos que contiene.
b) Represente graficamente la probabilidad de aceptacion en funcidon del numero de
defectuosos por caja.

Problema 18

Cierto instrumento usa tres baterias A, B y C. Sobre el funcionamiento de estas baterias se

tiene la siguiente informacion:

o ¢l 2% de los instrumentos trae la bateria A fallada,

e la probabilidad de que una bateria de tipo B esté fallada cuando la bateria A esta fallada
esigual a 0.7,

¢ la probabilidad de que una bateria tipo B esté fallada cuando la bateria A no esta fallada
esigual a 0.3,

e ¢l 5% de los instrumentos trae a la bateria C fallada,

e las fallas de las baterias B y C ocurren independientemente,

El instrumento no funciona si al menos una de las baterias B o C estan falladas.

Calcule la probabilidad de que un instrumento elegido al azar no funcione.

Problema 19

Sea un sistema de componentes conectadas como lo muestra la figura.

Las componentes 1 y 2 estdn conectadas en paralelo de manera tal que el subsistema
funciona si y solo si al menos una componente funciona. En cambio las componentes 3 y 4
estan conectadas en serie y por lo tanto este subsistema funciona si y s6lo si ambas
componentes funcionan.

Si las componentes funcionan independientemente y la probabilidad de que una
componente funciones es 0.9, calcule la probabilidad de que el sistema funcione.
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Problema 20

Un sistema consta de tres componentes que pueden conectarse en una cualquiera de las
dos configuraciones. Las componentes provienen de un proceso del cual se conoce que el
95% de las mismas funcionan en un periodo [ 0, t). ; Cudl de las dos configuraciones es
mas confiable en dicho periodo?

Problema 21

El 5% de las unidades producidas por una fabrica se encuentran defectuosas cuando el
proceso de fabricacion se encuentra bajo control. Si el proceso se encuentra fuera de control
se produce un 30% de unidades defectuosas. La probabilidad de que el proceso se
encuentre bajo control es 0.92.

Se elige al azar una unidad que resulta defectuosa. Calcule la probabilidad de que el
proceso se encuentre bajo control.

Problema 22
Un sistema de computacion tiene 4 lineas de entrada para comunicacion. Cada linea cubre

un porcentaje del trafico de entrada y cada linea tiene un porcentaje de mensajes que
ingresan con error. La tabla a continuacion describe estos porcentajes:

Linea % de mensajes que entra por la linea % de mensajes sin error
1 40% 99.8%

2 30% 99.9%

3 10% 99.7%

4 20% 99.2%

3

a) (Qué porcentaje de mensajes ingresan sin error?
b) (Cual es la probabilidad de que un mensaje haya entrado con error, si el mismo ha
ingresado por la linea 1?

Problema 23

Un sistema de comunicacion binario consta de un transmisor que envia mediante una sefal un
1 o un 0. El receptor en base a la senal recibida decide cual fue el digito enviado.
Ocasionalmente el receptor realiza decisiones erroneas: se envia 1 y el receptor decide 0 o
viceversa.
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El 60% de las veces se envia 1 . La probabilidad de que el receptor decida, en base a la sefial
recibida, el digito contrario al enviado es 0,1 , la misma para ambos digitos.
Si se envia un digito, cudl es la probabilidad de:

a) decidirun 1,

b) decidir un 0,

c¢) decidir el digito correcto,

d) que, habiendo decidido un 1 el digito enviado haya sido 1.

Problema 24

Se extraen tres digitos al azar entre el 0 y 9 para formar una clave.
a) Calcule la probabilidad de que la clave tenga al menos dos cifras iguales.
b) Calcule la probabilidad de que si la clave es un nimero par, no sea superior a 100.

Problema 25

Con el fin de ejecutar un proceso se selecciona uno de tres periféricos A, B y C. Las
probabilidades de elegir c/u de ellos son 0.5 para A, 0.3 para B y 0.2 para C. Como resultado
de la eleccion se pueden producir perturbaciones que detienen la ejecucion del proceso. Esto
ocurre el 10% de las veces si el periférico seleccionado fue A, el 20% si fue B y el 15% si fue
C.

a) Halle la probabilidad de que el proceso no se ejecute (Rta: 0.14)

b) Si el proceso se ha ejecutado ;cudl es la probabilidad de que lo haya hecho desde A o

B?
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