CAPITULO 9: POLINOMIOS

;Recuerdas como sumabas en la primaria? ;Y coémo multiplicabas?

2456 ‘ +2~1O3+4'102+5-10+6

T 5031 ¢ bien 5-10°+2-10°4+3-10+1
T7RRT 7-10°+6-10°+8-10+7

y 2110 . 2.10%+1-10°+1-10+0

123 J bien X 1-102+2-10+3
6330 6.-10°+3.10°+3-10+0

+ 4220 + 4.10'+2-10%+2-10°+0-10+0
2110 2.10°4+1-10'+1-10°+0-1024+0-10+0

259530 2.10°+5-10"+9-10°+5-10*+3-10+0

;Con los polinomios sumaremos y multiplicaremos de la misma forma!!

Las expresiones como 5x%y*, (2 + D)xy®, 5xyz* o 2nr se denominan monomios. La
caracteristica principal es que entre los elementos involucrados ( niimeros y letras) sélo
hay multiplicaciones. En el primer y segundo monomio decimos que tienen 2 variables
(“x” e “y”), en el tercero tres (“x”, “y” 'y “2”), y en el cuarto una sola variable (“r”).
Los mimeros que aparecen son los coeficientes del monomio (en orden de aparicion:

5;(2+1)5,2m).

La suma de varios monomios serd un polinomio.

En particular trabajaremos en este capitulo con polinomios de una sola variable.
Definamos:

/Un polinomio en una variable es una expresion de la forma:

n—1

p(x) =a,x" +a, x" ot a2x2 +a,x+ag

Donde 7 es un nimero entero no negativo, x es la variable y los n+1 nimeros:
Q,; Q15 Gy_gs-s 0y, Gy son llamados coeficientes del polinomio

N /

Algunos ejemplos:

1) p(x) = (1 +Dx% + 2x* +x% —x2 + 2ix — 5, en este caso n =5y los coeficientes
son (1 +1);2;1;~1;2i y — 5 respectivamente.

2) p(x) =x*—3x*+x+1, en este caso n =4y los coeficientes son 1;0;—3;1y1
respectivamente. '

Cuando los coeficientes del polinomio sean nimeros complejos, diremos
que es “a coeficientes complejos” y simbolizaremos Clx] al conjunto de

“—_—_—__—_D los polinomios con coeficientes complejos.

Si son todos niimeros reales, diremos que es “a coeficientes reales” y y
simbolizaremos R[x] al conjunto de los polinomios con coeficientes
reales.

Al némero a, se lo llama coeficiente principal y al a, término
independiente.
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Practica:

1. Indique cuales de las siguientes expresiones son polinomios:

1 3
a.3x+2 dxs+xs—x+1
b.8* —x3+2x2 e.Vxi +2
e (1+20x* —x? +3x — (1 +0) £ (x +1)2

El simbolo sumatoria

Vames-a-trabajar -un-poco-con esti-notacién que suele ser tan practica para escribir
resumidamente algunos procesos de suma que posean en sus términos ciertas
regularidades.

Por ejemplo, queremos describir la suma de los primeros 50 ndmeros naturales:

14243+....... +50, en vez de poner esos “tres puntos suspensivos tan in uietantes, y si se
P p p y

quiere, rodeados de un poco de sospecha”, podemos usar el simbolo sumatoria, el mismo

50
se describe con la letra griega sigma: Y. Aqui: 1+ 2+ 3+...+50= Xk

k=1

En este ejemplo vemos que iniciamos en 1 y terminamos en 50. Siempre pondremos el
valor inicial abajo y el final arriba del simbolo ¥ .

Otro ejemplo: queremos describir la suma de los primeros veinticinco cuadrados perfectos

25
naturales, es decir 1% +2° +32 + . +252 = Zkz

k=1
Practica:
2. Escribe, en cada caso, utilizando el simbolo de sumatoria:

La suma de los primeros 20 nimeros pares.
Resolucion:

19
0+2+4+...+38=2X0+2X1+2X2+...+2X19= >.2xk

k=0
b. La suma de los primeros 30 cubos perfectos naturales
c. 1+8+27+.....4+ 27000

Investiga las distintas propiedades que tiene el uso de este
simbolo. Notards que todas tienen relacién con el asunto de que
lo estamos, en definitiva, haciendo son sumas.

Ahora que tenemos una mejor nocién de lo que este simbolo representa, podemos
reescribir al polinomio de una sola variable como sigue:

plx)= Zak x*
k=0

La notacién del polinomio como “p de x” no es caprichosa, en efecto, si p € Rl[x],
se tratard de una funcidn real a valores reales.
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e Cuando el polinomio tiene dos términos decimos que es un binomio

1 — e Cuando el polinomio tiene tres términos decimos que es un frinomio

e Cuando el polinomio tiene cuatro términos decimos que es un
cuatrinomio

El grado de un polinomio es el mayor exponente de los términos de coeficientes no nulos.
Si el polinomio se reduce a un nimero decimos que es un polinomio constante, si dicho
nimero NO es cero, decimos que el grado del polinomio es cero.

El polinomio constante igual a cero se llama polinomio nulo y carece de grado.

Un polinomio de grado uno se llama polinomio lineal (de hecho, se trata de una funcién
lineal), y el polinomio de grado dos se llama polinomio cuadrético (es una funcién
cuadrética)

Préactica
3. Completa
a. 4x®+2x° +3x° -1 es un polinomio de grado.............. y su coeficiente principal
€Suemeererenirens
b. 1—i es un polinomio.........ccceveevennenne de grado..........
¢. x—(2+1) es un polinOMmio......cc..rvurrrens y su término constante es.................
d. 0 es el polinomio........cccevreecee y carece de.......cocvueee.
Igualdad de polinomios

Dos polinomios a coeficientes complejos son iguales si tienen igual grado y los
coeficientes de los términos homélogos son iguales. En simbolos:

n m

p(x)= Tapx*: qlx)= Tha"
k=0 k=0

plx)= gx)em=mnra, =b; k= 0,1,..10)

Practica

4. Determine, en cada item, los valores de g, b, ¢ y d de forma que plx)=g(x):
a. p(x)=(1~i)x4 —x% +3x-2; q(x)z(a Jl—b)x4 +bx> +ex® +3x+d

b. p(x)z%x5 +2x® — 53 +—2~x+6; q(x)=(a-—b)x5 +(a+b)x4 +ox? +(c+d)x+6

c. p(x)=2ix3 —3x2 +2x; g(x)=(a ——b)x4 +bx> + (2¢ ——d)x2 +2x+d

5. Dado p(x)=ix4 +5x° -—x+(1+i), obtenga: p(0); p(2i); p(1+i) y p(2)
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OPERACIONES CON POLINOMIOS
Suma 'y Multiplicacion
Veamos algunos ejemplos (notards que son “procesos” conocidos)
p(x)::3x4 —2x® +5x% + x+6 ; q(x)=x4 +10x? —x+3 ) r(x)= x> —2x+3
p(x)+q(x)= (Bx4 -2 +5x —1—7x—|~6)+(x4 +10x* -x+3)=

=3x* —2x° + 52 + x4+ 6+x" +10x* —x+3=

= (?uc4 +x4)+(—2)x3 + (sz +10x2)+(x—x)+(6+3) =

=4x* ~2x> +15x* +9
plx)+(- 3)q(x)= (3x4 —2x> +5x%° +x+6)+(~3)(x4 +10x> —x+3)=
=3x" —2x" +5%" + x+6+(=3)x* +(~3)-10x* - (-3)x +(~3)-3=
= (3" + (=3 )+ (- 2)° + (52 +(=30) J+ (x+3x)+ (6-9)
=0x" +(=2)x° +(~25)x> +4x -3
=21 +(~25)x* +4x—3

j

Una forma relativamente rapida es resolver como hicimos con la suma de niimeros
naturales en el ejemplo inicial del capitulo. Asi en el primer caso quedaria:

p(z) =32~ 2%+ 52+ 246
g(z) = '+ 02+ 102°- 2+3

p@) +q(@) =@B+1)a"+(-2) e+ (5+10)2’ + (1 - D)z + (6+3)

+

p(x)-r(x)= (3x4 —2x° +5x +x+6)- (x3 -—2x+3)=
= (3.764 —2x +5x° +x+6)-x3 -i—(3x4 —2x +5x° +x+6)- (~2x)+
+(3x* —22° +527 + x+6)-3
=3x" —2x° +5x° +x* +6x° —6x° +4x* —10x> —2x* ~12x +
+9x* —6x° +15x* +3x+18
=3x" —2x° —x° +14x* —10x> +13x* —9x+18
Mis sencillo:

3zt - 2%+ 5x®+ z + 6
X $3 - 2$+3

92 — 62° + 152% + 3z + 6

~62° + 4ot — 102° — 227 — 122
32" — 225 + Ba® + 2 + 623

32" — 228 — 2% + 142' — 102° + 1322 - 92+ 6

A continuacién, generalizaremos estos resultados:
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Dados los polinomios p(x)=ayx" +ay_1x" t+.+ag y

g(x)=b,x™ + bm__lxm'l +..+ by

° Definimos el polinomio suma de p(x) y ¢(x) al polinomio que se indica
p(x)+q( x) tal que:

* Si m=n entonces

D(x)+q(x)=(ay +by 5" +(an_q +bp_1 X" T +..+(ag+by)

*Si m # n se puede suponer, sin perder generalidad, que m > n.

Entonces, llamando p*( x) a

Ed _— - A
p(x)=0x" +0x™ "t 4+ +ayx” +a, g x" L 4. +ag, definimos:

p(x)+q(x)=p (x)+q(x)

° El polinomio que se indica p(x)-¢( x) es el polinomio producto cuyos términos

son de la forma: aibjxi+j donde i=0,1,2,..,ny j=0,1,2,..,m

p(x)qg(x)=aub M 4+ (aqby + aghy )x+agh
n“m 1“0 0¥l 0%0

Practica

6. Indica qué propiedades de la suma y multiplicacién de nimeros complejos cumplen la suma
y multiplicacién de polinomios. ;Existe el elemento reciproco de cualquier polinomio? (es decir,
;todo polinomio tiene un polinomio reciproco?)

7. (Cémo definirfa la resta de polinomios? (Recuerda la definicién de resta de nidmeros
complejos)

8. Resuelva, en cada caso determine el grado del polinomio resultante:
a. (x3 —2x2 + ix)' (x - 2)2
b. (x—2i)- (x+2i)+ 3x-(x—1+i)

3

c. (x4 ——(2+i)x —x? +x+1)-x+5x

9. Enuncie la propiedad del grado del polinomio suma de dos polinomios, y del polinomio
producto.

10. Justifique el enunciado: " plx)xq(x)=0& (p(x)=0v g(x)=0)"

11. Obtenga el valor de las constantes a y b de forma que

(3x° —2x% +x)- (x+b)=3x* —17x* +11x* - 5x
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Division de polinomios
La divisién de polinomios tiene similitud con la divisién de nimeros enteros.
¢Recuerdas cuando no conocias los niimeros decimales?

50 I 4 Teniamos un cociente (12) y un resto (2), el resto debia ser siempre menor

T 48 19 que el divisor (4). Para verificar que estaba bien resuelta la cuenta
9 haciamos:

Y 12X4+2 y eso debia darnos el dividendo (50)

Cuando resolvamos la divisién de dos polinomios obtendremos un polinomio

cociente y un polinomio resto, la condicién que deberd cumplir este tltimo es-que
sea nulo o su grado sea menor que el del divisor.

En general si tenemos un polinomio p(x) de grado mayor o igual al p | q

del polinomio q(x) podremos realizar la divisién p(x)+q(x), .
obteniendo un polinomio cociente c(x) y un polinomio resto r(x). X
O

Cumpliéndose lo siguiente: )
)| p(x)=clx)-g(x)+ r(x)
Donde gr[r(x)]< gr[q(x)] 0 r(x) =0

La division serd
vdlida para toda
x/ q(x)#0

lr:,,> Tener en cuenta que el grado del cociente serd la resta de los grados de p y g

4

¢( Como obtenemos los polinomios cociente y resto? Veamos lo que denominamos
la “division cldsica” ‘

o
® (2x4 — x> +3x2 +5x+2)+(x2 —-3x+1) OO

El polinomio p en este
caso estd completo,

sino debe completarse
v ordenarse!

2%t — 3 +3x% +5x+2 | x2—3x+11
- 2x2 +5x + 16
2x* — 623 + 2x°
5x% +x%+5x+2

5x3 — 15x2 + 5x
16x% +0x + 2

16x?% — 48x + 16
48x — 14

.4 Tenemos entonces que:
c(x)=2x* +5x+16 y

r(x)=48x-14
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° (3x5+4x2—~12x~17)—:—(x2—-2) |
345 + 02" + 0a® + da® — 122 — 17]_2° + 0z =2

32% + 0z — 623 32% + 6z + 4
62° + 4z? — 122 — 17
Tenemos entonces que. — 5 ) Cilculos auziliares
62° + 0z* — 12z 35 o4 G0
c(x)=3x> +6x+4 y ha - =% =G
v 2 - 4z®
r(x)=~—9 B 4:1:0 + 0z — 17 ;2 =y
dz” 40z — 8
-9

R

Teniendo en cuenta lo que escribimos en (*) en la pagina 128, podemos reescribir:

P)_ ()10

q(x) q(x)

, quedando entonces, en los ejemplos de la misma pagina:

qlx)

ot —x3 432 +5x42 o 35x—9
=2x° +3x+11+
x2—3x+l x°—-3x+1
3x° +4x% —12x—17 _ 3 -
> =3x" +6x+4+
x° -2 x5 -2

Como vemos en estas expresiones, la divisién entre polinomios no siempre nos devuelve
un polinomio (como la divisién entre dos nimeros naturales no tiene porque dar un
ntimero natural!). Para que esto suceda el resto deberd ser cero... ;No te resulta conocido
esto?

Cuando al dividir un polinomio p por otro polinomio g el resto de
dicha operacién resulte ser cero, diremos que p es divisible por g, 0
también se dice que p es miltiplo de g, o que g divide a p.

Practica

12. Indica, en cada caso, si el polinomio p es divisible por el polinomio g:
a. p(x)=x2 +8x—12 y q(x):x——S

b. p(x)=x3+5x2—3x+6i y q(x):x2+x+1

c. p(x)=2x5 +x* +(—2-7i)x3 ~(1+i)x2 +(25i -25)x y q(x)=x2 —-(1+i)
Cuando el divisor tenga la forma x — ., donde o.€ C, el resto serd un resto numérico.

Ademds tenemos al alcance otro procedimiento para obtener el cociente y resto, dicho
procedimiento es la denominada “Regla de Ruffini”

A continuacién veremos el paso a paso de cémo se utiliza esta regla.
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2x3 ~—5x2 +x-12
x—=3

1°. Escribimos el dividendo en potencias decrecientes de x. Luego listamos todos los
coeficientes de cada término en el dividendo. Si falta alguno, de cualquier exponente
(menor al grado, claro estd), se pone como coeficiente 0.

En nuestro ejemplo, los coeficientes son: 2; -5; 1y -12

2°. Al dividir entre un binomio de la forma x—ot, colocamos 0. a la izquierda de los
coeficientes y una fila mds abajo.

Asi:

2 -5 1 i-12

3 :
3°. En la tercera fila, debajo de la hol‘izontal trazada copiamos el primer coeficiente.
Ast: 2 -5 1 i-12
ol
|2

4°. Multiplicamos este ntimero por 0., lo colocamos debajo del segundo coeficiente
y los sumamos al mismo.

Asi: 2 -5 1 i-12
+ H
3 6
2 1

5° Repetimos este proceso hasta el tltimo coeficiente inclusive, es decir hasta el
término independiente:

Asi: 2 -5 1 i-12

5 6 3 i 12
2 1 4 i 0

6°. El nimero que se ubica en la dltima columna v fila es el resto de la divisién
q y

Ast: 2 -5 1 i-12

5 6 3 | 12

2 1 4 i 0

[

7°. Los otros niimeros de la tltima fila constituyen los coeficientes del polinomio
cociente, que tendrd un grado menos que el polinomio dividendo.

Entonces en nuestro ejemplo tenemos:

c(x)=2x2 +1x+4=2x"+x+4
r(x)=0
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En definitiva, tenemos que:

2x° —5x°+x-12 _ 5
=2x"+x+4+
x-—3 x—3

=2x2 +x~{—4

Ejemplos:

4 2
. 5x T +x"+3x+4 94
i. =5x> +10x? +21x+45+
xX—2 x—2

o 10 20 420 90
5 10 21 45! 94

3.2
2x” —-x"+3x+1 25 :
X =2x2 —5x+13-
x+2 x+2 9 —4 10 i-26
2 -5 131 -25

ii.

ji.

2x° —x% +3x+1 _ o : . 2-i 2 -1 3 i1
- =2x —(1+21)x+1+1+————_
x+1 xX+1 i iy —2 43 1—1i

|2 —1-2 143 2-i
Practica

13. En cada caso, encuentre los polinomios cociente y resto:

a. (3x4 —-2x2+5x+1)+(x——2) d. (x4 +x° +ix2+x+1)+(x~i)
b. (xS +x* +x3 —x2+x)-:—(x—l) e. (x3 +x? +x+1)+(x—~(l+i))
c. (x5+2x3 +3x2+2)+(x+1) f. (x5 +1)—:—(x——1)

14. Dado el polinomio p, obtenga el valor numérico que se pide:

a. p(x)=3xv4—2x2+5x+1; p(2) d. p(x)=x4+x3+ix2+x+1; p(i)
b. p(x)=x5+x4+x3~—x2+x; p(1) e. p(x)=x3+x2+x+l; p(1+i)
c. plx)=x" +2x> +3x% +2; p(-1) f. p(x)=x"+1; p(1)

>  Si observas detenidamente, los polinomios p indicados en cada item son los mismos que
figuran como dividendo en el ejercicio 13. Compara los restos obtenidos en el ejercicio 13 con
los valores numéricos que obtuviste recién. ;Puedes conjeturar alguna propiedad?

Lo observado en este ejercicio no es casual, en efecto, tomando el primer item del

ejercicio 13, tenemos que el cociente es: c(x)= 3x> +6x° +10x+25 yel resto es 51. Con
lo cual podriamos reescribir el dividendo de la siguiente forma:

plx)=3x* —2x? +5x+1=(3x3 +6x2 +10x+25)- (x—2)+51.

Entonces:

2)=3.2% —2.22 +5.241=3-2> +6-22 +10-2+25)- (2-2)+51=0+51=51
D

Pag. N°139 — Capitulo 9: “Polinomios”




Esta conjetura se generaliza en el denominado Teorema del Resto.

Teorema del resto

El resto de la divisién de un polinomio p(x) por otro de la forma x—o.; con O eC
es igual a p(a).

Demostracion:

Al dividir el polinomio p por otro de la forma X — O, se obtiene un cociente c(x) y un resto

(numérico) r. Y podemos reescribir al polinomio p como: p(x) = c(x)- X— OC)+ r. Entonces,
al reemplazar x por a nos queda:

pla)=cla) (@—o)+r=c(o) 0+r=0+r=r

Raices de un polinomio

[ Un niimero complejo o es raiz de un polinomio p(x) siy sélosi p(a)=0. ]

. . e 2
Entonces, cuando resolviamos ecuaciones cuadrdticas ax* +bx+c¢ =0,

2. PRSI SRS o e X ] - -, \ - P ——
encontrdbamos las raices del polinomio p(x )= ax*+bx+c

Relacionando todo lo que hemos aprendido hasta ahora sobre divisién de !
polinomios, podemos afirmar que:

Un nimero complejo o es raiz de un polinomio p(x) si y sélo si p(x) es divisible
por x—q.

Practica:

15. Determine el valor de la constante k, de modo que 2 sea rafz del polinomio
p(x)=x4 +3kx® —6x2 —12

16. Determine el valor de la constante k, de modo que el resto de dividir
p(x):kx3 —4x? +ex-1 por g(x)=x—-13 dé 62.

17. Realice varios ejemplos y, a partir de ellos, conjeture para qué valores de neN , el
polinomio p resulta divisible por g.
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p(z) q(z) p(z) divisible por ¢ (z)
paran
'+ a” T+a
:E" + an T—a
(E" — a." T + a N »
Esta ecuacion se
n_ llama Ecuacion
T —a r—a

polinémica
00O

18. Halle las soluciones de la ecuacién x* —1=0. Sugerencia: Recuerda la condicion de
anulacion del producto y factorea el polinomio.

19. El polinomio p(x)= a3x3 + a2x2 +ayx+ag tiene sus coeficientes reales y positivos. Si
este polinomio admite una raiz real, jcudl es su signo?.

Demuestre que los polinomios p(x) y q(x)=k- p(x), con k constante, tienen las mismas
raices.

Resolucion:

Si o es raiz de p, significa que p(oc): 0, entonces q(oc) =k- p(oc)= k-0=0. Luego a es raiz de q.

-

Una forma de “verificar” las raices reales de un
polinomio es usando geogebra para graficar la funcion
polinémica y viendo su interseccion con el eje x

DESCOMPOSICION FACTORIAL DE UN POLINOMIO

Nuestros esfuerzos a continuacién estaran focalizados en poder factorizar un polinomio,
hemos visto en capitulos anteriores c6mo factorear una expresién algebraica con algunos
métodos (factor comun, trinomio cuadrado perfecto, y mds), éstos serdn validos para
polinomios también, pero a ellos sumaremos cuestiones relacionadas con la division.

Por eso es necesario analizar cudles son las raices de un polinomio, cuéntas tiene. En el
proceso de busqueda de raices serdn de utilidad las propiedades que veremos a
continuacién. Tener en cuenta también que la Regla de Ruffini (conociendo ademds el
Teorema del Resto) es una herramienta practica para determinar si un nimero dado
resulta raiz del polinomio o no.

Teorema Fundamental del Algebra

Un polinomio p(x), tal que gr[ p (x)] >0, admite al menos una raiz en C

Este teorema permite probar que todo polinomio de grado n>0, tiene exactamente n
raices (no necesariamente distintas) y ademds se puede descomponer, de forma tnica,
en producto de n factores.
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Orden de multiplicidad de una raiz

a es raiz de multiplicidad & del polinomio p(x), si el mismo es divisible por
k k+1
(x—0.)" ynopor (x—o)

Teorema de la descomposicion factorial
/Todo polinomio p(x)=a,x" +a,_x" ' +..+a, € C[x]de grado positivo,\
admite una tinica descomposicién en factores de la forma:

p(x)=a, -(x~ocl)k1 -(x—()cz)k2 -....-(x——ocj)kj

Donde 0, Qly;...; O ; son j raices distintas del polinomio y ki ks k j sus

respectivas multiplicidades (por lo que k; +k, +...+k j=n)

o J

Ejemplos

i. El polinomio p(x):4x2 +8x—12 tiene las raices 1 y -3 (se encuentran con la resolvente),
entonces queda: p(x)=4-(x— 1)-(x+3)

ii. Sea el polinomio p(x)= x> —1 tiene una raiz quees 1, en efecto: p(1)= 13 —1=0. Al dividir

p por el polinomio x—1, se obtiene el cociente c(x)=x2 +x+1. Con lo cual nos queda el

olinomio plx)= x% +x+1) (x—1). Debido a que uno de los factores es cuadritico podemos
p

2 —1i\/§i

encontrar sus raices usando resolvente. Las rafces de ¢(x)=x*+x+1 son — con lo
—1+4/3i ~1-43i
cual ¢(x)= x————z— . x———z———— .

Asi, entonces, el polinomio p queda factorizado de la siguiente forma:

p<>(-iﬂJ(-l—2@]<l>

2
iii. Sea el polinomio p(x)= x> —2x? —5x+6 tiene unaraiz 1 -2 -5 i6
que es 1, en efecto: p(l)=13—2-12~5-1+6=0. Nos 1 T 1 .—6
queda entonces: p(x)= (x2 —x-6)- (x— 1). Luego, como I 1 1 -6 0
en el ejemplo anterior, con la resolvente obtenemos las :
raices de x% —x—6, que son -2y 3.

Asi, nos queda factorizado: p(x)=(x+2)-(x—3)-(x—1)
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iv. Sea el polinomio p(x)= 3x* —~9x> +3x% +9x—6 tiene una raiz que es 1, en efecto:

p(1)=3-1*-9.13+3.1% +9.1-6=0. 3 -9 3 9:-6
Asf nos queda: 1 3 -6 -—3 6
p(x)=(3x3~6x2-—3x+6)-(x—1). El cociente también |3 —6 ‘35 6 0
tiene como raiz a 1, y queda: . 5 3 —6
3x3—6x2—3x+6=(3x2~—3x—6)-(x—-1) 3 -3 —6:0

X

Ahora tenemos un polinomio cuadrdtico 3x? —3x—6, usando resolvente tenemos

como rafces a2 y -1, entonces 3x° —3x—6=3-(x~2) (x+1).
Finalmente el polinomio p queda:

p(x)=3x" —9x° = 3x* +9x—6=3-(x—2)- (x+1)- (x~1)- (x~1) =3 (x—2)- (x+1)- (x—1)"

Tenemos ahora que las raices de p son 2, -1 y larafz 1 es de multiplicidad 2.

Como habris notado en los ejemplos se hacen todos los esfuerzos para llegar

I a un polinomio cuadrético, al cual le podemos encontrar las raices (sean de
la naturaleza numérica que sea) usando una férmula simple como es la
resolvente.

Ahora bien, en estos tltimos ejemplos detectamos a la raiz 1 rdpidamente, porque,
en definitiva, es fdcil hacer “las cuentas” con este niimero. Pero no siempre es asi.

Veremos algunos métodos para encontrar distintas raices. Desde ya te vamos
advirtiendo que no siempre podremos detectar todas las raices de un polinomio cuando
este no sea cuadrdtico.

Practica

21. Dado el polinomio p(x)=x4 +4x> —13x%2 —28x+60, se sabe que 2 es raiz de
multiplicidad doble. Factoriza de forma completa al polinomio p.

22. En cada caso, escribe el polinomio p dado:
a. Es de grado 3, tiene como coeficiente principal a 2 y sus raices son 1; -3y 5

Es de grado 3, sus raices son 1;3y -1,y p(5)= 10.

Resolucion: p(x) =as - (x—1)- (x- 3)- (x+ 1), esto lo pudimos escribir usando el dato que
teniamos de las raices del polinomio, para obtener el coeficiente principal usaremos el dato restante.

10 5

1’)(5)=613-(5-1)-(5——3)-(5+1)=4=8a3=1o—_—>a3_—._4.g:EZ
=2 (=1)-(x—3)- _53 52 5 .5

Luego p(x)-—24 (x—1)-(x—3)-(x+1) — o s,
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c. Es de grado 3, sus raices son 2; 1 y -2, y p(— 1)=6 .

23. Simplifique cada una de las expresiones

x3-l

a. >
x° =1

x3 —8
x2 —4x+4
Resolucion:

Factoreamos numerador y denominador. Este iiltimo lo podemos resolver desde el capitulo 2, en efecto.es

un trinomio cuadrado perfecto X% —ax+a= (x - 2)2

Elnumerador, en cambio, se ajusta a lo viltimo visto, en efecto se puede “ver” que 2 es una raiz de x> -8
con Ruffini encontramos el polinomio cociente x? +2x + 4, a su vez las raices de éste son —1=%1i.
Finalmente: x> —8= (x - 2) . (x - (—— 1+ l)) . (x - (—- 1~ l))

Ahora que tenemos numerador y denominador factorizados, reescribimos la fraccién y simplificamos:

o8 (=)o) o)

_ (x—(—-1+i))'(x—(-—1—i))=x2+2x+4
x*—4x+4 (x—2)

x—2 x—2

x4-1

x2 —-2x+1

POLINOMIOS A COEFICIENTES REALES

Cuando se tenga un polinomio a coeficientes reales, y éste admita una raiz
compleja, entonces admite también como raiz a su conjugada.

-Como habrds notado en los ejemplos de las pdginas 133 y 134 que eran todos polinomios
a coeficientes reales-

En simbolos:

Si p(x)=apx™ +a,_1x" 1 +..+ayeR[x] y o.e C esraiz de D, entonces p(&)zo

Demostracion:

"
Como p(x)=anxn+an..lxn_l+...+a0= Zakxk, y oeCes raiz, se tiene
k=0

n
plo)= Y ay of =0 , entonces
k=0

Pag. N°144 — Capitulo 9: “Polinomios”



e n —k n — n— n —
p(a): apo. = Zakock = Zakock = Zako{,k = (ai:o:o
k=0 k=0 k=0 k=0

Practica
24. Obtenga la descomposicién factorial del polinomio p(x) =x*—x3 -12x% +26x-24
sabiendo que una de sus raices es 1—i.

25. Obtenga el polinomio a coeficientes reales de menor grado posible que admite como
rajces a 2+1i ,3 de multiplicidad 2 y 5 como raiz simple. También se sabe que el coeficiente
principal es 1.

26. Determine el valor de B para que el polinomio p sea a coeficientes reales.

Sugerencia: evite hacer cdlculos innecesarios. p(x)= (x—(2+0)(x- B)(x + 2)3

POLINOMIOS A COEFICIENTES ENTEROS

Para polinomios cuyos coeficientes son todos niimeros enteros tenemos una forma
de detectar posibles raices racionales del mismo. Dicho método es debido a Gauss.

Teorema de Gauss

4 )

Si P(x)=ayx" +a,_1x" L +...+aye Z[x] admite la raiz £ con p y g enteros
q

coprimos y g #0, entonces:

> ag, es miltiplo de p

> a, es miltiplo de g

- )

Con este método tenemos una herramienta para “empezar” la biisqueda de las raices de
un polinomio dado (a coeficientes enteros)

Veamos como con un ejemplo:

Sea p(x)=2x3 ~7x° —27x—18. Como se trata de un polinomio a coeficientes enteros es
posible aplicar el Teorema de Gauss; entonces;

Divisores de ag =-18: +1; *2; £3; *6; £9; £18

Divisores de a, =2: +1; 2
, , . 3 9 1
Posible raices racionales: +1; £2; £3; 6, £9; +£18; :1:5; + —2—; ig

o =—1 es raiz, pues P(—~1)=0. .
2 -7 -27 i-18
Con esto sabido, aplicamos Ruffini para obtener el cociente, -1 —9 9 T
que serd cuadrdtico y para hallar sus raices, por tanto, 12 Zo 18 ¢ o
usaremos resolvente. ‘
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3
Las raices de 2x° —9x—18 son 5 y 6.

Asi, el polinomio factorizado queda p(x) =2 (x + z—) . (x - 6) . (x + 1)

Sea un polinomio P(x) a coeficientes enteros:

» Si el coeficiente principal es 1 y P tiene raices racionales,
éstas serdn enteras.

> Si p es un divisor del término independiente y g lo es del

e D . P

coeficiente principal, = N0 necesariamente Serd raiz del
q

polinomio P.

> Si el término independiente es cero, entonces una raiz del
polinomio es cero.

Practica

27. Calcule las raices de los polinomios y factorice:
a. p(x)= 2x> —4x? —2x+4
b. s(x)=2x3 +5x2 —23x+10

c. h{x)= x° —5x> +6x

5 7 1 1
d glx)=x*-=x"——x* - =x+=
) =5 =G mgt m ok

Funciones Racionales

Llamaremos Funcién Racional a aquella cuya férmula es el cociente entre dos
polinomios. Es decir:

R(x)= g((—;f%, donde p(x) y g(x) son polinomios.

El dominio de definicién de una funcién racional es de todos los valores reales tales
que q(x) #0.
Polinomio Minimo comiin miiltiplo de varios polinomios

Ser4 aquel polinomio de menor grado posible que es simultdneamente divisible por
cada uno de ellos.

Practica

28. Encuentre el minimo comiin miltiplo, en cada caso.

E’x?‘-l; x%—2x+1 y X
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Resolucion:

Primero se debe factorear a cada uno de los polinomios, asi:
x2 —1=(x—1)~(x+l)
x2 —-2x+1=(x-—l)2
X=X
. , L, . P 2
Asi, el polinomio minimo comiin miiltiplo es (x - 1) . (x + 1) X
b. x2 —-93 x% +6x+9
C. x2 —4; x—2Yy x2
Operaciones con funciones racionales.
Multiplicacion

Veamos con un ejemplo:

x—2 x°-5x _ (x—2)~(x2—5x)_ Q(Z)-x-(x— ) _1
3% x?-7x+10 3x- (xz —7x+10) 3.x-(x=3)- (<5) 3
o - a ¢c_a-c
Para multiplicar, usaremos la siguiente regla: 5 d =—~b ,donde b#0Ad#0
Y realizaremos el siguiente proceso:
1. Usamos la regla para multiplicar
2. Factorizamos numerador y denominador
3. Cuando sea posible, simplificamos.
Division
Veamos con un ejemplo para recordar
x% -4 L X+2 x>—4 x _ (x2 —4)~x _ (x—z)'(x+2)~x_ (x-z)-x
x+1  x  x+1 x+2 (x+1)-(x+2) (x+1)-(x+2) x+1

Suma y resta
Veamos con ejemplos:
i. x+1 x x+1 X (x+1)+x~(x—3)
bt = = =
x2—9 x+3 (x-3)(x+3) x+3  (x-3)(x+3)

_ x+1+x% —3x _ x*—2x+1
(x—3)-(x+3) (x—3)-(x+3) | Denominador

comiin: minimo

comiin nuiltiplo

Descomponer
en factores los
denominadores

Las igualdades son vdlidas en tanto x#—3 y x#3
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ii.

x+1 x x4+l x __(x+1)-(x2—1)—-x-x2

2 21 %2 (-1)-(x+1) %% (x—1)-(x+1)
_x3-i«x"z--x—l—x3 x2—x-1

x2 ‘(x—l)-(x+1) x2 '(x—l)-(x+l)

Las igualdades son vdlidas en tanto x#-1; x#1y x#0.

Para sumar o restar expresiones algebraicas racionales debemos tener en cuenta las
siguientes reglas:

a b a+b a b _a- b
—+—= ; c#0 ——— N c#0
c ¢ c c C c
Entonces cuando se suman (o restan) funciones racionales con denominador
comiin, lo que debemos hacer es sumar (o restar) los numeradores..

En caso de ser posible se simplifica. I

Cuando no el denominador no sea comiin a todos los términos, entonces, se debe
obtener. Para ello tener en cuenta que el “mds” sencillo para adoptar como
denominador comiin es el polinomio minimo comiin miltiplo de los polznomzos
denominadores de cada uno de los términos.

Practica

29. Resuelva las operaciones indicadas:

X 2 b 2 X
Tx+1l x-1 T2 2.1
3
X 2 X x+1 1
c. 3— + 5 d. 3 + + 5
X+l x%-ox+1 x*=1 *~1 xf4x+1
X
e. x+2 %
x2 X
x3+8

30. En cada caso encuentre los valores de las constantes reales A, By C.

A + B 5x+1
x—1 x+2 (x—l)o(x+2)

x2+1 x+1~(x2+1)-(x+1)

@A)C+B+ C  s5x®+3x+4

Resolucion:

Ax+B, C =(Ax+B)-(x+l)+C(x2+l)=’5x2+3x+4
x2+1 x+1 (x2+1)~(x+1) (x2+1)-(x+1)
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::>(Ax+B)-(x+1)+C(x2 {rl)=5x2 +3x+4=(A+C)x° +(A+Bx+(B+C)=
A+C=5

={A+B=3=2>A=2,B=1,C=3
B+C=4

A B 3—x

ol 341 (-1)-(x+1)

Ax+ B C 3x% +5x+4
d. +

x2+x+1 XT2 (x2+x+1)'(x+2)

31. Resuelve las siguientes ecuaciones. Verifica los resultados

(x—2)2 _x+1
— 3=

x—1

Resolucion:

o x#-1

F{x::z%i+3}-(x-—l)=x+l:> (Jc-—z)2 +3-(x——1)=x+1

x2——4x+4+3x—3=x+1:> x2 —-2x=0=>x=0vx=2

0-2) 0+1
Ahorasedebeveriﬁcar:x=0:~(—————-)—-+3=—~4+3=—-1=—-—~/
0-1 0-1
2
22
x=2 ( ) +3=0+3=3:—2——l/
2—-1 -1
Rta.: x=0, x=2
2 1 x+1 -1
b = c. ___2_x
x—1 x-2 X X
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AUTOEVALUACION N°9

1. Dados los siguientes polinomios:
p(x)=3x>+5x* —i
q(x)=—-x° +4x
r(x)=2x+1
S(x)=x+3i
Calcule:

a) p(x) +g(x) = s(x)

b) p(x):s(x)

c) [g(x) : r(0)]s(x)

2. Calcule el cociente y el resto de cada una de las siguientes divisiones:

a) (x°+7x =5x+1):(x* +2x)
b) (x°=5x"+x): (x> =1)

3. Hallar a y b para que el polinomio x> —ax +b sea divisible por- -x2 — 4.

4. Hallar un polinomio de cuarto grado que sea divisible por x*> — 4 y se anule

parax=3y x=35.

5. Calcular el valor de a para que el polinomio x* — ax + 8 tenga la raiz x = -2, y

calcular las otras raices.

6. Calcule:
3x-3 3x
a) —+ =
X 18.(x=1)

1 x+1 1 3
b) +— P e
4x-2 x*-2x+1) 2x x-1

2a>~3 a+1 9a’-14
10a+10 50 50a+50
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