










4) Dada la ecuación x2 + 4xy + 4y2
− 2
√

5x + 6
√

5y = 0, identifica el lugar geométrico que representa e indica sus
elementos caracterı́sticos (en el sistema original). Realiza un esbozo de su gráfica.

La ecuación de segundo grado tiene coeficientes
A = 1,B = 4,C = 4,D = −2

√
5,E = 6

√
5,F = 0

Además,
B2
− 4 · A · C = 42

− 4 · 1 · 4 = 0, es decir que la ecuación representa una parábola o dos rectas paralelas. Usamos que
cot 2θ = A−C

B , para hallar cosθ y sinθ

cot 2θ =
1 − 4

4
= −

3
4

Es decir que el ángulo 2θ se encuentra en el segundo cuadrante y además cos 2θ = 3
5 Usando las fórmulas del ángulo

mitad tenemos

sinθ =

√
1 − cos 2θ

2
=

√
1 + 3

5

2
=

√
4
5
=

2
√

5

cosθ =

√
1 + cos 2θ

2
=

√
1 − 3

5

2
=

√
1
5
=

1
√

5

Entonces la transformación nos queda  x = x′ 1
√

5
− y′ 2

√
5

y = x′ 2
√

5
+ y′ 1

√
5

(Vamos a llamar a esta transformación (*)) Ahora reemplazamos en la ecuación original y trabajamos algebraica-
mente para eliminar el término xy(

x′
1
√

5
− y′

2
√

5

)2

+ 4
(
x′

1
√

5
− y′

2
√

5

) (
x′

2
√

5
+ y′

1
√

5

)
+ 4

(
x′

2
√

5
+ y′

1
√

5

)2

− 2
√

5
(
x′

1
√

5
− y′

2
√

5

)
+ 6
√

5
(
x′

2
√

5
+ y′

1
√

5

)
= 0(

1
√

5

)2

(x′−2y′)2+4
(

1
√

5

)
(x′−2y′)

(
1
√

5

)
(2x′+ y′)+4

(
1
√

5

)2

(2x′+ y′)2
−2
√

5
(

1
√

5

)
(x′−2y′)+6

√

5
(

1
√

5

)
(2x′+ y′) = 0

1
5

(x′2 − 4x′y′ + 4y′2) + 4
1
5

(2x′2 − 4x′y′ + x′y′ − 2y′2) + 4
1
5

(4x′2 + 4x′y′ + y′2) − 2(x′ − 2y′) + 6(2x′ + y′) = 0

1
5

(x′2 − 4x′y′ + 4y′2) +
4
5

(2x′2 − 3x′y′ − 2y′2) +
4
5

(4x′2 + 4x′y′ + y′2) − 2x′ + 4y′ + 12x′ + 6y′ = 0

x′2
(1

5
+ 2

4
5
+ 4

4
5

)
+ x′y′

(
−4

1
5
− 3

4
5
+ 4

4
5

)
+ y′2

(
4

1
5
− 2

4
5
+

4
5

)
+ x′(−2 + 12) + y′(4 + 6) = 0

5x′2 + 10x′ + 10y′ = 0

Y completamos cuadrados para llegar a la ecuación que buscamos

5x′2 + 10x′ = −10y′

x′2 + 2x′ = −2y′

x′2 + 2x′ + 1 = −2y′ + 1

(x′ + 1)2 = −2(y′ −
1
2

)

Y aplicando la nueva transformación: {
x′′ = x′ + 1
y′′ = y′ − 1

2

Resulta,

x′′2 = −2y′′

Es decir una parábola con foco en (0,− 1
2 ) del sistema O′′x′′y′′ y directriz y′′ = 1/2

1



Si reemplazamos el punto (0,− 1
2 ) en el sistema

{
x′′ = x′ + 1
y′′ = y′ − 1

2
Obtenemos el punto (−1, 0) en el sistema Ox′y′,

si reemplazamos nuevamente en la transformación (*) tenemos: x = (−1) 1
√

5
− 0 · 2

√
5
= − 1

√
5

y = (−1) 2
√

5
+ 0 · 1

√
5
= − 2

√
5

Es decir que el foco en el sistema original está en
(
−

1
√

5
;− 2
√

5

)
Ahora, como y′′ = y′ − 1

2 , la recta y′′ = 1/2 coincide con la recta y′ = 1. Luego si consideramos esto en la
transformación:  x′ = x 1

√
5
+ y 2

√
5

y′ = −x 2
√

5
+ y 1

√
5

Obtenemos:

y′ = −x
2
√

5
+ y

1
√

5
= 1

Es decir que la ecuación de la recta directriz es

−x
2
√

5
+ y

1
√

5
= 1

O multiplicando toda la expresión por
√

5 y despejando y,

y = 2x +
√

5

2



5)Dada la ecuación 4𝑥2 + 3𝑥𝑦 − 18 = 0 (*), identifica el lugar geométrico que representa e 

indica sus elementos geométricos (en el sistema original). Realiza un esbozo de su gráfica. 

 

Desarrollo: 

 

Recordemos que las ecuaciones de segundo grado tiene la forma:  

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0 

 

En nuestro caso 𝐴 = 4;  𝐵 = 3;  𝐶 = 𝐷 = 𝐸 = 0;  𝐹 =  −18. 

 

Veamos qué cónica representa:  

 

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 9− 4.4.0 = 9 > 0 entonces la ecuación representa una hipérbola. 

 

Calculamos el ángulo adecuado para eliminar el término rectangular 𝑥𝑦 usando la fórmula 

que tenemos:  𝑐𝑜𝑡𝑔(2𝜃) =
𝐴−𝐶

𝐵
, entonces 𝑡𝑔(2𝜃) =

𝐵

𝐴−𝐶
 

 

Las ecuaciones de la rotación son:  

 

Como 𝐴 ≠ 𝐶entonces 𝑡𝑔(2𝜃) =
𝐵

𝐴−𝐶
 

 

   𝑡𝑔(2𝜃) =
3

4
>0 

Luego, 2𝜃 se encuentra en el primer cuadrante. 

 

Como 𝑡𝑔(2𝜃) = 𝑠𝑒𝑛(2𝜃)/𝑐𝑜𝑠(2𝜃) tenemos que 𝑐𝑜𝑠(2𝜃) > 0 

 

Por otro lado, consideramos el siguiente triángulo rectángulo: 

 

 
Por teorema de Pitágoras:  

𝑥2 = 32 + 42 = 25 

𝑥 =  ±5 

 

Solo nos quedamos con el valor positivos de 𝑥. 

Y como 𝑐𝑜𝑠(2𝜃) = 𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑𝑦/ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎 tenemos que 𝑐𝑜𝑠(2𝜃) = 4/5   (1) 

 

Además, sabemos que: 𝑠𝑒𝑛(𝜃) =  
1−𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
 



  y𝑐𝑜𝑠(𝜃) =  
1+𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
              (2) 

 

 

Luego, de (1) y (2):𝑠𝑒𝑛(𝜃) =  
1−4/5

2
=  

1

10
=
 10

10
 

 

 𝑐𝑜𝑠(𝜃) =  
1 + 4/5

2
=  

9

10
=

3

 10
=

3 10

10
 

 

 

Por lo tanto, las ecuaciones de la rotación son:  

 

 
Reemplazando 𝑥 e 𝑦 en la ecuación dada (*) tenemos:  

 

4(
3 10

10
𝑥´−

 10

10
𝑦´)2 + 3[(

3 10

10
𝑥´−

 10

10
𝑦´)(

 10

10
𝑥´ +

3 10

10
𝑦´)]− 18 = 0 

 

4(
9 × 10

100
𝑥´

2
+

2 × 3 10
10

 𝑥´𝑦´ +
10

100
𝑦´

2
) + 3(

3 10 × 10
10 × 10

 𝑥´
2

+ (
3 10

10
)

2
𝑥´𝑦´

− (
 10
10

)
2
𝑥´𝑦´−

3 10 ×  10
10 × 10

𝑦´
2
− 18 = 0 

 

18

5
 𝑥´2 +

12

5
 𝑥´𝑦´ +

2

5
 𝑦´2 +

9

10
 𝑥´2 +

27

10
 𝑥´𝑦´ −

3

10
 𝑥´𝑦´ −

9

10
𝑦´2 − 18 = 0 

 

9

2
𝑥´2 −

1

2
𝑦´2 − 18 = 0 

 

dividiendo por 18 ambos miembros tenemos: 

 
 

Esta ecuación representa una hipérbola. 

 

- Los elementos característicos son los focos y las asíntotas. 



Primero hallaremos los focos y las asíntotas en el sistema 𝑥´𝑦´ y luego en el sistema 

original. 

 

Para hallar los focos en el sistema 𝑥´𝑦´ usamos que 𝑎2 − 𝑏2 = 𝑐2 

 

De (**) tenemos que: 36 + 4 = 𝑐2, entonces  𝑐 =  ± 40 =  ±2 10; 

 

Luego,      𝐹1(2 10; 0)          𝑦        𝐹2(−2 10; 0)          𝑒𝑛 𝑥´𝑦´. 

 

 

Sabemos que las asíntotas son: 𝑦´ =  ±
𝑎

𝑏
𝑥´ 

𝑦´ =  ±
6

2
𝑥´ 

𝑦´ =  ±3𝑥´asíntotas en 𝑥´𝑦´. 

 

Para hallar los focos en el sistema original 𝑥𝑦 usamos las ecuaciones de la rotación:  

 

Como 𝐹1(2 10; 0) = (𝑥´; 𝑦´) 

reemplazando en la anterior obtenemos las coordenadas del foco en el sistema 𝑥𝑦: 

● 𝑥 = 2 10.
3 10

10
− 0.

 10

10
 

  

𝑥 =
3.10

5
= 6 

 

● 𝑦 = 2 10 .
 10

10
+ 0 .

3 10

10
 

 

 𝑦 =
2.10

10
= 2 

 

Por lo tanto  

 

Como 𝐹2(−2 10; 0) = (𝑥´;𝑦´) 

reemplazando en las ecuaciones obtenemos las coordenadas del otro foco en el sistema 

𝑥𝑦: 

 

● 𝑥 =  −2 10.
3 10

10
− 0.

 10

10
 

  

𝑥 =
−6.10

10
=  −6 

 



● 𝑦 =  −2 10 .
 10

10
+ 0 .

3 10

10
 

 

 𝑦 =  −
−2.10

10
=  −2 

 

Por lo tanto  

 
 

Ahora, para hallar las asíntotas de la hipérbola en el sistema original tenemos las siguientes 

ecuaciones que se desarrollaron en teoría: 

 

 
estan son las ecuaciones que queríamos hallar.  

Sabemos que las asíntotas en el sistema 𝑥´𝑦´ son: 

𝐴1) 𝑦´ = 3𝑥´y𝐴2) 𝑦´ = −3𝑥´ 

 

Reemplazando 𝑥´e 𝑦´ por  (***) obtendremos las asíntotas en el sistema original 𝑥𝑦: 

 

𝐴1)  −
 10

10
 𝑥 +

3 10

10
 𝑦 = 3(

3 10

10
 𝑥 +

 10

10
 𝑦) 

 

−
 10

10
 𝑥 +

3 10

10
 𝑦 −

9 10

10
 𝑥 −

3 10

10
 𝑦 = 0 

 

− 10 𝑥 = 0 

  

 

 
 

 

𝐴2)  −
 10

10
 𝑥 +

3 10

10
 𝑦 =  −3(

3 10

10
 𝑥 +

 10

10
 𝑦) 

 

−
 10

10
 𝑥 +

3 10

10
 𝑦 +

9 10

10
 𝑥 +

3 10

10
 𝑦 = 0 

 

8 10

10
𝑥 +

6 10

10
𝑦 = 0 

 

 



 

Excentricidad: 

 

De la ecuación (**) tenemos que: 𝑎 = 6 y  𝑐 = 6 + 2 = 8   

 

Por lo tanto:  

𝑒 =
𝑐

𝑎
=

8

6
≈ 1,33 

 

Por último hallamos los vértices:  

 

Sabemos que en el sistema 𝑥´𝑦´ los vértices son 𝑉1(6; 0) y 𝑉2(−6; 0). 

Reemplazando en las ecuaciones de la rotación obtenemos las coordenadas de los vértices 

en el sistema 𝑥𝑦: 

 

● 𝑥 = 6.
3 10

10
− 0.

 10

10
 

  

𝑥 =
9 10

5
 

 

● 𝑦 = 6 .
 10

10
+ 0 .

3 10

10
 

 

 𝑦 =
6 10

10
 

 

por lo tanto:  

   
   

● 𝑥 =  −6.
3 10

10
− 0.

 10

10
 

  

𝑥 =  −
9 10

5
 

 

● 𝑦 =  −6 .
 10

10
+ 0 .

3 10

10
 

 

 𝑦 =  −
6 10

10
 

 

 

 

por lo tanto:  

   



 

 

 

 

 

 

Hemos obtenido todos los datos:  

 

 𝑥´𝑦´ 𝑥𝑦 

𝐹1 (2 10; 0) (6; 2) 

𝐹2 (−2 10; 0) (−6; 2)) 

Asíntota 𝐴1) 𝑦´ = 3𝑥´ 𝑥 = 0 

Asíntota 𝐴2) 𝑦´ = −3𝑥´ 
𝑦 =  −

4

3
𝑥 

𝑒 8/6  

𝑉1 (6; 0) 
(
9 10

5
;
6 10

5
) 

𝑉2 (−6; 0) 
(−

9 10

5
;−

6 10

5
) 

 



 



6) Dada la ecuación 13x2 + 10xy + 13y2
− 62

√
2x − 46

√
2y + 98 = 0, identifica el lugar geométrico que representa e

indica sus elementos geométricos caracterı́sticos (en el sistema original). Realiza un esbozo de su gráfica.

De la ecuación

13x2 + 10xy + 13y2
− 62

√
2x − 46

√
2y + 98 = 0

vemos que A = 13, B = 10, C = 13, D = −62
√

2, E = −46
√

2, F = 98. En primer lugar notemos que B2
− 4AC =

102
− 4 · 13 · 13 = 100 − 676 = −576 < 0 y entonces la curva puede ser una elipse, una circunferencia, un punto o bien

no hay curva, como dice el Teorema. Calculemos el ángulo θ adecuado para eliminar el término xy. Como A−C = 0,
se tendrá que

2θ =
π
2
=⇒ θ =

π
4

De aquı́, sen(θ) =

√
2

2
y cos(θ) =

√
2

2
. Calculamos las fórmulas de la rotación:

x =
√

2
2

x′ −
√

2
2

y′ =
√

2
2

(x′ − y′)

y =
√

2
2

x′ +
√

2
2

y′ =
√

2
2

(x′ + y′)

Reemplazamos en la ecuación original,

13
[ √2

2
(x′ − y′)

]2
+ 10 ·

2
4

(x′ − y′) · (x′ + y′) + 13
[ √2

2
(x′ + y′)

]2
− 62 ·

√
2 ·

√
2

2
(x′ − y′) − 46 ·

√
2 ·

√
2

2
(x′ + y′) + 98 = 0

⇐⇒
13
2

(x′2 − 2x′y′ + y′2) + 5(x′2 − y′2) +
13
2

(x′2 + 2x′y′ + y′2) − 62x′ + 62y′ − 46x′ − 46y′ + 98 = 0

⇐⇒
13
2

x′2 − 13x′y′ +
13
2

y′2 + 5x′2 − 5y′2 +
13
2

x′2 + 13x′y′ +
13
2

y′2 − 108x′ + 16y′ + 98 = 0

⇐⇒ 18x′2 + 8y′2 − 108x′ + 16y′ + 98 = 0

⇐⇒ 18(x′2 − 6x′) + 8(y′2 + 2y′) + 98 = 0

⇐⇒ 18
[
(x′ − 3)2

− 9
]
+ 8

[
(y′ + 1)2

− 1
]
+ 98 = 0

⇐⇒ 18(x′ − 3)2 + 8(y′ + 1)2
− 162 − 8 + 98 = 0

⇐⇒ 18(x′ − 3)2 + 8(y′ + 1)2 = 72

⇐⇒
(x′ − 3)2

4
+

(y′ + 1)2

9
= 1

Tomando {
x′′ = x′ − 3
y′′ = y′ + 1

nos queda

x′′2

4
+

y′′2

9
= 1

En el sistema Ox′′y′′, esta última ecuación representa una elipse. Sus elementos caracterı́sticos son: a′′ = 3, b′′ = 2,
c′′ =

√

a′′2 − b′′2 =
√

9 − 4 =
√

5. El eje mayor es el eje y′′ (de ecuación x′′ = 0). El eje menor es el eje x′′ (de ecuación
y′′ = 0). Los focos son F′′1 (0,

√
5), F′′2 (0,−

√
5) y los vértices V′′1 (0, 3) y V′′2 (0,−3)

Pasando al sistema Ox′y′, nos queda que el eje mayor es (siendo x′′ = 0) x′ = 3 y el eje menor (siendo y′′ = 0)

1



y′ = −1. Los focos son F′1(3,
√

5 − 1), F′2(3,−
√

5 − 1) y los vértices V′1(3, 2) y V′2(3,−4).

Pasando al sistema Oxy y usando el hecho que:

x′ =
√

2
2

x +
√

2
2

y

y′ = −
√

2
2

x +
√

2
2

y

obtenemos para el eje mayor

x′ = 3 =⇒ 3 =

√
2

2
x +
√

2
2

y

3 −

√
2

2
x =

√
2

2
y

3 · 2
√

2
− x = y

6
√

2
− x = y

Razonando análogamente obtenemos para el eje menor

y′ = 1 =⇒ −1 = −

√
2

2
x +
√

2
2

y

−

√
2

2
+ x = y

Focos:

F′1(3,
√

5 − 1) −→ F1

( √2
2
· 3 −

√
2

2
· (
√

5 − 1),

√
2

2
· 3 +

√
2

2
(
√

5 − 1)
)

−→ F1

( √2
2

(3 −
√

5 + 1),

√
2

2
(3 +

√
5 − 1)

)
−→ F1

( √2
2

(4 −
√

5),

√
2

2
(2 +

√
5)

)
De manera similar llegamos a que

F2

( √2
2

(4 +
√

5),

√
2

2
(2 −

√
5)

)
Los vértices quedan: V1

( √2
2
,

5
√

2
2

)
y V2

(7
√

2
2
,−

√
2

2

)

2



3



Ejercicio 7: Dada la parábola y2 + 2x− 2y − 1 = 0 haga una traslación conveniente para escribirla

de la forma reducida y′2 = kx′. Indique sus elementos principales.

Completemos cuadrados en y:
y2 − 2y = −2x + 1 =⇒

=⇒ (y − 1)2 − 1 = −2x + 1 =⇒

=⇒ (y − 1)2 = −2x + 2 =⇒

=⇒ (y − 1)2 = −2(x− 1)

Luego si consideramos y′ = y − 1 y x′ = x− 1 (*) resulta:

y′2 = −2x′

que es la forma reducida (k = −2).

Indiquemos sus elementos principales en el sistema (ox′y′):

El vértice es (0, 0)

Como 2p = 2 =⇒ p = 1 luego el foco es (−p
2 , 0) = (− 1

2 , 0)

La directriz es la recta x′ = p
2 = 1

2

El eje es la recta y′ = 0

Indiquemos sus elementos principales en el sistema original (oxy): De (*) y = y′ + 1 y x = x′ + 1

El vértice es (0 + 1, 0 + 1) = (1, 1)

El foco es (− 1
2 + 1, 0 + 1) = ( 1

2 , 1)

La directriz es la recta x− 1 = 1
2 =⇒ x = 3

2

El eje es la recta y − 1 = 0 =⇒ y = 1

1



2



Ejercicio 8: Por una rotación de 45o de los ejes coordenados, cierta ecuación se transforma en

4x′2 − 9y′2 = 36. Hallar la ecuación original.

Las ecuaciones que relacionan los sistemas x′y′ con xy son:

x′ = xcos45 + ysen45 = x
√
2
2 + y

√
2
2

y′ = −xsen45 + ycos45 = −x
√
2
2 + y

√
2
2

Hallemos la ecuación en el sistema original (oxy):

4x′2 − 9y′2 − 36 = 0

=⇒ 4(x
√
2
2 + y

√
2
2 )2 − 9(−x

√
2
2 + y

√
2
2 )2 − 36 = 0

=⇒ 4(x2

2 + xy + y2

2 )− 9(x2

2 − xy + y2

2 )− 36 = 0

=⇒ 2x2 + 4xy + 2y2 − 9
2x

2 + 9xy − 9
2y

2 − 36 = 0

=⇒ − 5
2x

2 + 13xy − 5
2y

4 − 36 = 0

Luego la ecuación original es: − 5
2x

2 + 13xy − 5
2y

4 − 36 = 0

1



9)Por una traslación de los ejes coordenados al nuevo origen (3,3) y despues una rotación 

en un ángulo de 30º, las coordenadas de cierto punto P se transforman en (7,6). 

Halle las coordenadas del punto P en el sistema original. 

 

Desarrollo: 

Recordemos las ecuaciones de la traslación: 

 
donde(ℎ,𝑘) son las coordenadas del nuevo origen. 

Por lo tanto: (ℎ,𝑘) = (3,3) que llamaremos 𝑜´ 

 

Sabemos que los ejes giran un ángulo 𝜃 = 30º en torno de su origen 𝑜´(3,3). 

Las coordenadas del punto P antes de rotar son (𝑥,𝑦)y luego de rotar (𝑥´,𝑦´) = (7,6). 

 

Las ecuaciones de de transformación del sistema original al nuevo son: 

 
Luego, reemplazamos 𝜃 y (𝑥´,𝑦´)por 30º y (7,6) respectivamente en las ecuaciones 

anteriores: 

 

 

 

 
Por lo tanto las coordenadas del punto P en el sistema original son:  

𝑃(
7 3

2
− 3; 

7

2
+ 3 3) 



10)Estudie y grafique el lugar geométrico definido por la siguiente ecuación:
x2 + 6xy + 9y2 − 1 = 0

La ecuación de segundo grado tiene coeficientes
A = 1, B = 6, C = 9, D = 0, E = 0, F = −1
Del teorema 3 de la pág. 285
B2 − 4 ·A · C = 62 − 4 · 1 · 9 = 0, es decir que la ecuación representa una parábola o dos rectas paralelas.
Usamos que cot 2θ = A−C

B , para hallar cos θ y sin θ

cot 2θ =
1− 9

6
= −4

3

Es decir que el ángulo 2θ se encuentra en el segundo cuadrante y además cos 2θ = − 4
5 Usando las fórmulas del

ángulo mitad tenemos

cos θ =

√
1 + cos 2θ

2
=

√
1− 4

5

2
=

√
1

10
=

1√
10

sin θ =

√
1− cos 2θ

2
=

√
1 + 4

5

2
=

√
9

10
=

3√
10

Entonces la transformación nos queda {
x = x′ 1√

10
− y′ 3√

10

y = x′ 3√
10

+ y′ 1√
10

Ahora reemplazamos en la ecuación original y trabajamos algebraicamente para eliminar el término xy(
x′

1√
10
− y′ 3√

10

)2

+ 6

(
x′

1√
10
− y′ 3√

10

)(
x′

3√
10

+ y′
1√
10

)
+ 9

(
x′

3√
10

+ y′
1√
10

)2

− 1 = 0

(
1√
10

)2

(x′ − 3y′)2 + 6

(
1√
10

)
(x′ − 3y′)

(
1√
10

)
(3x′ + y′) + 9

(
1√
10

)
(3x′ + y′)2 − 1 = 0

1

10
(x′2 − 6x′y′ + 9y′2) + 6

1

10
(3x′2 − 9x′y′ + x′y′ − 3y′2) + 9

1

10
(9x′2 + 6x′y′ + y′2)− 1 = 0

1

10
(x′2 − 6x′y′ + 9y′2) +

3

5
(3x′2 − 8x′y′ − 3y′2) +

9

10
(9x′2 + 6x′y′ + y′2)− 1 = 0

x′2
(

1

10
+ 3

3

5
+ 9

9

10

)
+ x′y′

(
− 6

10
− 8

3

5
+ 6

9

10

)
+ y′2

(
9

10
− 3

3

5
+

9

10

)
− 1 = 0

100x′2 = 1

x′2 =
1

100

x′ = ± 1

10

Es decir que la ecuación de segundo grado representa dos rectas paralelas.

1
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11)Estudie y grafique el lugar geométrico definido por las siguiente ecuación:
x2 + xy + y2 − 3

La ecuación de segundo grado tiene coeficientes
A = 1, B = 1, C = 1, D = 0, E = 0, F = −3

Y como, B2 − 4 · A · C = 12 − 4 · 1 · 1 = −3, la ecuación representa una elipse, una circunferencia o un
punto.
Buscamos el ángulo usando cot 2θ = A−C

B
Y resulta

A− C = 0⇒ cos 2θ = 0⇒ θ =
π

4

Entonces la transformación nos queda {
x = x′ cos π4 − y

′ sin π
4

y = x′ sin π
4 + y′ cos π4

Y usando cos π4 = sin π
4 =

√
2
2 la transformación será{

x = x′
√
2
2 − y

′
√
2
2

y = x′
√
2
2 + y′

√
2
2

Ahora reemplazamos en la ecuación original y trabajamos algebraicamente para eliminar el término xy(
x′
√

2

2
− y′
√

2

2

)2

+

(
x′
√

2

2
− y′
√

2

2

)
·

(
x′
√

2

2
+ y′
√

2

2

)
+

(
x′
√

2

2
+ y′
√

2

2

)2

− 3 = 0

(√
2

2

)2

(x′ − y′)2 +

(
x′
√

2

2

)2

−

(
y′
√

2

2

)2

+

(√
2

2

)2

(x′ + y′)2 − 3 = 0

1

2
(x′ − y′)2 +

1

2
x′2 − 1

2
y′2 +

1

2
(x′ + y′)2 − 3 = 0

1

2
x′2 − x′y′ + 1

2
y′2 +

1

2
x′2 − 1

2
y′2 +

1

2
x′2 + x′y′ +

1

2
y′2 − 3 = 0(

1

2
+

1

2
+

1

2

)
x′2 + (−1 + 1)x′y′ +

(
1

2
− 1

2
+

1

2

)
y′2 − 3 = 0

3

2
x′2 +

1

2
y′2 = 3

x′2

2
+
y′2

6
= 1

Y llegamos a una elipse donde a2 = 6, b2 = 2⇒ c2 = 4.

Es decir que la elipse tiene como eje al eje y′, los focos están a distancia 2 del origen y los vértices están
a distancia

√
6 del origen.

1
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12)Estudie y grafique el lugar geométrico definido por las siguiente ecuación:
4x2 − 3xy − 18 = 0

La ecuación de segundo grado tiene coeficientes
A = 4, B = −3, C = 0, D = 0, E = 0, F = −18
Luego,B2 − 4 ·A ·C = 32 − 4 · 4 · 0 = 9, es decir que la ecuación representa una hipérbola o dos rectas secantes.
Usamos que cot 2θ = A−C

B , para hallar cos θ y sin θ

cot 2θ =
1− 9

6
= −4

3

Es decir que el ángulo 2θ se encuentra en el segundo cuadrante y además cos 2θ = − 4
5 Usando las fórmulas del

ángulo mitad tenemos

cos θ =

√
1 + cos 2θ

2
=

√
1− 4

5

2
=

√
1

10
=

1√
10

sin θ =

√
1− cos 2θ

2
=

√
1 + 4

5

2
=

√
9

10
=

3√
10

Entonces la transformación nos queda {
x = x′ 1√

10
− y′ 3√

10

y = x′ 3√
10

+ y′ 1√
10

Ahora reemplazamos en la ecuación original y trabajamos algebraicamente para eliminar el término xy

4

(
x′

1√
10
− y′ 3√

10

)2

− 3

(
x′

1√
10
− y′ 3√

10

)(
x′

3√
10

+ y′
1√
10

)
− 18 = 0

4

(
1√
10

)2

(x′ − 3y′)2 − 3

(
1√
10

)
(x′ − 3y′)

(
1√
10

)
(3x′ + y′)− 18 = 0

4

10
(x′2 − 6x′y′ + 9y′2)− 3

10
(3x′2 − 9x′y′ + x′y′ − 3y′2)− 18 = 0

2

5
(x′2 − 6x′y′ + 9y′2)− 3

10
(3x′2 − 8x′y′ − 3y′2)− 18 = 0

x′2
(

2

5
− 3

3

10

)
+ x′y′

(
−6

2

5
+ 8

3

10

)
+ y′2

(
9

2

5
+ 3

3

10

)
− 18 = 0

−1

2
x′2 +

9

5
y′2 = 18

y′2

10
− x′2

36
= 1

Es decir que nuestra ecuación representa una hipérbola con eje en el eje y′, focos a distancia 4
√

2 del origen y
vértices a distancia 2 del origen.
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