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Practica complementaria resuelta: Elipse e Hipérbola (2016)

. - ., . x* 2 .
1. A partir de la siguiente ecuacidn de una elipse, €) e + % = 1 determine las coordenadas

de los focos, vértices y su excentricidad.

2. Determine la ecuacion de una elipse que tiene por centro al origen de coordenadas, sus

e - 8 . _ .
vértices son (0; £3) y su excentricidad es \/;. Grafica el lugar geométrico correspondiente

a la ecuacion hallada.

3. Grafica el lugar geométrico del plano cuyos puntos de coordenadas (x,y) verifican:
[x =3, M+ [(x+3,y)=8

4, Escribe la ecuacion reducida de la elipse que pasa por los puntos (1,?) y (\/Z\/Z—E)

sabiendo que la misma esta centrada en el origen.

5. Halla la excentricidad de la elipse cuyos focos son los puntos (0, +V 12) y (1 ,\/12) es un
punto de paso.

6. Determina la ecuacién de una elipse cuya distancia focal es 8v6 y el area del rectangulo
construido sobre sus ejes es 80.

7. La Tierra se mueve en orbita eliptica alrededor del Sol, y éste esta en uno de los focos de la
elipse. Las distancias minima y maxima de la Tierra al Sol son 91.446.000 y 94.560.000 millas
respectivamente.

a. ¢Cual es la excentricidad de la elipse?
b. ¢Qué longitudes tienen el eje mayor y el eje menor?

8. Ladrbita de la Luna es una trayectoria eliptica. La distancia (centro a centro) de la Luna a la
Tierra varia desde un minimo de 221.463 millas hasta un maximo de 232.710 millas. Calcular
la excentricidad de la érbita lunar y las longitudes de los ejes mayor y menor.

9. Escribe la ecuacién de la curva tal que la diferencia de las distancias de sus puntos a los
puntos (—2;0) y (2; 0) es constante e igual a 2. Esboza la grafica de la misma.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Halla las coordenadas de los focos, vértices y las ecuaciones de las asintotas de la siguiente
hipérbola: H) 2x?> —3y?+6 =0

Encuentra la ecuacién de una hipérbola sabiendo que pasa por el punto (5; \/32) y una de

; . . s 4
sus asintotas tiene como ecuacion y = ;x

Halla la ecuacién de una hipérbola centrada en el origen de coordenadas conociendo que
su distancia focal es 30 y la longitud de su eje transverso es 18. ¢Cual es la longitud del eje
conjugado?

Dada la ecuacién 5x% — 4y2 + 13 = 0, reconoce el lugar geométrico que representa y
determina sus elementos caracteristicos.

Determine las ecuaciones paramétricas de la elipse que tiene como focos a los vértices de
la hipérbola 9y? - 16x* = 1296 y posee excentricidad € = 0.5

Halle la interseccion de la recta —v/7x + 3y = 0 con la hipérbola que tiene un foco en (5,0)
’ 4 . . .z
y una de sus asintotas es y = —3X Grafique la situacidn planteada.

Halla la ecuacién de una hipérbola cuyas asintotas son las bisectrices de los cuatro
cuadrantes y la longitud de su eje transverso es la misma que la longitud del semieje mayor
de la elipse x> + 4y? - 36 = 0.
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Soluciones

2

2
.« . . .z . X
Como lo explicita el enunciado, la ecuacién de la elipse a tratar es =t = 1

Y-
16
En la misma se observa que a? = 25y b? = 16

Comob?=a?—-c? = ¢?=9

Las coordenadas genéricas de los focos de una elipse con eje focal sobre el eje x son
Fi(c,0) y F,(—c,0), con lo cual:

F,(3,0) y F,(=3,0) i

Los vértices tienen coordenadas de la forma (a, 0) , (—a, 0), con / \

lo cual, segun la informacion obtenida a partir de la ecuacion de /!
la elipse:

Vl (5'0) y VZ (_5'0)

. . . . . hY ) s
Concluimos que el eje mayor estd sobre el eje x y el eje menor \\ - /}/
sobre el eje y. N L

. » NS RO
Finalmente, la excentricidad la calculamos como:
3 Figura 1: “Elipse correspondiente al ejercicio 1”

e =

c
a 5
En la figura 1, se observa la elipse con sus elementos caracteristicos.

En este problema, sabemos que debido a que sus vértices son V;(0,3), V,(0,—3), el eje focal
estd sobre el eje y, se tiene:
a=3 y

. . c 8 "l
La excentricidad es: e = -=15 e

. 8
Con lo cual se obtiene: ¢ = \E * 3

Ademas, yaque b2 =a® —c?, b? =1
Se determina entonces la ecuacién de la elipse:
2 2
ve y
—+—=—=1
1 9 Figura 2:"Elipse correspondiente al ejercicio 2"

En la figura 2, se observa la elipse representada por la
ecuacion anterior.
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Observando la expresién de la condicidn planteada, observamos que describe la suma de
los médulos de dos vectores. Estos dos vectores tienen por componentes (x-3;y) y (x+3;y)
por lo que se puede interpretar que estos vectores tienen como extremos a un punto
comun de coordenadas genéricas (x, y) y de manera individual a los puntos (3 ; 0) y (-3 ; 0).
Ademas no debemos olvidar que el médulo de un vector representa también la distancia
entre sus extremos. Por lo tanto, la condicion que impone el enunciado se interpreta como
gue la suma de las distancias del punto (x ; y) a los puntos (+3 ; 0) es constante e igual a 8.
Esta no es mas que la condicidn que deben cumplir los puntos del plano para pertenecer a
una elipse con focos en (£3 ; 0) y longitud del semieje mayor igual a 8.

R4
Habiendo interpretado el enunciado, ya sabemos que:
— 3 15 T —
F;(3,0) y F,(—3,0) y ademas 2a = 8 e - e
/. .\.
Ay F: - F1 o
Conlo cual, a = 4y ¢ = 3. Asimismo, como los focos yacen " 3 : - ok
. . Ve . . ... ./
sobre el eje x, el eje mayor estd contenido en el mismo. Mg | o
— _'_‘_ e
Como b? = a? — c? resultaser, b> =7

Entonces, el lugar geométrico que cumple con la condicién dada,

es una eIipse cuya ecuacion es: Figura 3: "Elipse correspondiente al ejercicio 3"

2 2
y
+=-=1
7

r—X|><
(@)

Y su grafica se representa en la figura 3.

En este caso, los datos son las coordenadas de dos puntos de paso. En un caso general
habria mas de una solucién posible, sin embargo se aclara que la elipse debe estar centrada
en el origen, luego la solucidn es Unica y es sencillo probar que tampoco depende de la
posicion del eje focal. Por lo tanto, sin pérdida de la generalidad suponemos el eje focal
coincidente con el eje x.

V3

Sabemos que los puntos P; (1,?) , P, (\/7‘/2—7) pertenecen a la elipse, por lo tanto deben

verificar su ecuacion:

xZ yZ
2Tt
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Entonces se debe cumplir:

( V3 2
12 \'2
2t 1
2
. (V2
(\/E) + : 1
\ a? b?
Al resolver este sistema se obtiene:
2 _ 2 _
ac=4 ybc=1 R4
Como en la elipse se verifica: b2 = a® — c? resulta ser,
c?=3

Con lo cual los vértices de la elipse son (+2,0) y los focos

(+V3,0) /’ ' “-.'\

En la figura 4 se grafica los resultados obtenidos. - e . -
. : 7
’ .7 . . -\..\ o
Quedando asi la ecuacion de la elipse: e i
S I

X% y?

—+—=1

4 1

Figura 4: "Elipse correspondiente al ejercicio 4"

5. En este problema, se nos solicita hallar la excentricidad de una elipse, por lo que segun la

definicion de excentricidad debemos calcular los valores de "a" y "c".

Para esto, conocemos que los focos se encuentran en (0, +v/12) de modo que ya podemos
concluir que c = V12.

Ademas, sabemos que (1,V12) es un punto de paso de la elipse, por lo que debe verificar
su ecuacion, que como el eje focal es el eje y, es de la forma:

2 2

X

y
rta=1

Por otro lado, utilizamos la relacién b? = a® — c? = b? =a? — 12
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Utilizando el dato del punto de paso:

12 (V12)?
TR
b2 a?

1o 12
a?—12  a?

Resolviendo, obtenemos:
a*—25a*+122=0

Las soluciones de esta ecuacién bicuadratica son a2 =9 A a®? =16 . Con lo cual,
obtenemos dos valoresdea:a =4ya =3

Pero como se sabe, ¢ < a, por lo que se descarta una de las opciones, resultando a = 4

En conclusion:

VIZ_ V3
)

€=a= 1

En general, sabemos que la distancia focal es 2¢ y en este caso es igual a 8v6, en conclusién

c=4V6

Debido a que el drea del rectdngulo construido con los ejes de la elipse es 80, podemos
inferir que el producto entre la longitud del eje mayor y la del eje menor es 80, es decir:

2a X 2b = 80

Siendo 2a la longitud del eje mayor y 2b la longitud del eje menor.

Entonces se tiene:
. 20
b
Sabiendo ademas que b? = a? — ¢?; b? = (%)2 — (4V6)?
Resolviendo, se llega a la siguiente ecuacién:
b* +96b% — 400 =0

Que tiene la forma de una ecuacién bicuadratica con solucién b? = 4 0 b> = —100. En este
problema, b es un nimero real, de modo que consideramos vélido el caso en que b? = 4.
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Asi,b=2:>a=22—0=10

Finalmente, la solucidn no sera Unica, sino que seran dos elipses descriptas por las siguientes
ecuaciones:

xZ y x2 yZ
Dtz =1 7 @7 0"

Ambas elipses se grafican en la figura 5a y 5b respectivamente

V¥

44

Figura 5a: "e1, correspondiente al ejercicio 6"

Figura 5b: "€2, correspondiente al
ejercicio 6"

La distancia minima es 91.446.000 millas y la maxima es 94.560.000 millas. Sea entonces,

d, = 91446000
d, = 94560000
De la definicidn de elipse, tenemos que:

2a = d, + d, = 186006000

Si el centro esta en el 0(0,0), los vértices de la elipse son los puntos de la forma (%a, 0),
entonces:

V;(=93003000,0) y V,(93003000,0)
Cona = 93003000
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Los focos F; (—c, 0) F,(c,0) son tales que ¢ = a — d;, entonces:
¢ =93003000 — 91446000 = 1557000
« F,(~=1557000,0) F,(1557000,0)

Ahora, para obtener b, utilizamos la relacién b? = a? — ¢?

A Y
b =+a? — ¢ =+/93003000% — 15570002 128
= 92989965.91 i
l=ry
xZ yZ ]
~e) 7t =1 =
93003000 92989965.91
Para calcular la excentricidad de la elipse,
utilizamos su definicién: / 2
|
c 1557000 o e +‘~’2 ,
= Z = m = 0.0167 =1E! —HET —8ET =47 =27 a..'l 287 4z7 EET BET |EE

La longitud del eje menor es por definicién la
cantidad 2a, que ya hemos calculado y es

2a = 186006000

La longitud del eje menor es por definicion la
cantidad 2b, que ya hemos calculado y es

2b = 185979931.8 Figura 6:

En la figura 6, puede observarse la elipse que caracteriza la orbita
hecho de que los focos estén tan préximos con respecto a la dista
gue la elipse luzca semejante a una circunferencia.

Como en el ejercicio anterior, podemos considerar que la Tierra se

—BET

=1EEB

"Elipse correspondiente al ejercicio 7"

terrestre.Notese que el
ncia entre vértices hace

encuentra en uno de los

focos, F1, y la luna orbitando a su alrededor. En este caso, la distancia minima es 221.463

millas y la maxima es 232.710 millas.
Entonces,

d, = 221463
d, = 232710

De la definicién de elipse, tenemos que:

2a = d, + d, = 454173

Si el centro estd en 0(0,0), los vértices de la elipse son los puntos de la forma (+a, 0),

entonces:

454173 454173
Vl(_ 2 ’O)yVZ( 2 ’0)
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Los focos F; (—c, 0) F,(c,0) son tales que ¢ = a — d;, entonces:

454173 11247
= — 221463 =

11247 11247
Fl(_ 2 ‘0)F2< 2 '0>

Ahora, para obtener b utilizamos la relacién b? = a? — ¢?

c

454173\* /11247\2
b=+a?2—c?= ( ) —( ) =227016.86

2 2
x2 2
'”6)227086524'227626862:1
Para calcular la excentricidad de la elipse, utilizamos su definicidn:
11247
a7 4542173 =0.025

La longitud del eje menor es por definicidn la cantidad 2a, que ya hemos calculado y es
2a = 454173
La longitud del eje menor es por definicidn la cantidad 2b, que ya hemos calculado y es
2b = 454033.72

Si sabemos que la diferencia entre las distancias de los puntos genéricos P(x, y) a los puntos
A(2,0) y B(—2,0) es constante e igual a 2, podemos escribir a esta condicion como:

|d(P,A) —d(P,B)| =2
=22 +y2—J(x+2)2+y2 =42

(x—2)2+y*=41+4J(x+2)2+y2+ (x +2)* + y?
—8x — 4\*
s

4x* +4x+1=x*+4x + 4+ y?

3x2—y2=3
2
y
2__:1
T3

Puede advertirse que ésta es la ecuacién de una hipérbola con eje focal coincidente con el
eje x.

Se puede observar también que este resultado era de esperar ya que la condicién impuesta
por el enunciado es justamente la definicion de una hipérbola con focos en los puntos
(£2,0) y longitud del eje transverso igual a 2.
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10. Tenemos la ecuacién de la hipérbola expresada como

H)2x* -3y +6=0

Luego,
2 2
y X
H———=1
) 2 3
De la ecuacion anterior, obtenemos:
a=+2
b=+3

Mediante la relacién b? = ¢? — a? calculamos c de la siguiente manera:

c=+b2+a>=V3+2=15

De la definicion de excentricidad surge:

c 5 5
&= = =
Los focos F; (0, ¢) F,(0,—c) son:

F(0,V5) y F,(0,—V5)

Los vértices de la hipérbola son los puntos de la forma (0; £a), luego:
n(0.v2) v v(0-v2)

Las asintotas son las rectas de ecuacién
a . e . s
y = i;x, para esta posicion de la hipérbola, como

se ve en la figura 8.

2
.‘.rl)yz §x

2
“r)y=-[3x

Figura 8:"Hipérbola correspondiente al ejercicio 10"
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11.

12.

Buscamos la ecuacion de una hipérbola que contiene aA(S,\/BZ) y tiene como asintota a la

4
rectar;)y = -X

4 . s ,
Sabemos que larectar,) y = —oX también es asintota.

En la figura 9 se puede observar que dadas las rectas asintotas y la posicion del punto de

paso podemos deducir que la posicidn de la hipérbola va a ser con el eje focal en el eje y.
A

Sea entonces la ecuacion buscada de la forma: y
-\H""‘x
\ A
2 2 " V1
y X —— g —
H i 1

Vale que a = %b, ya que el punto (b,a) € 1y:

32 52_1 32 52_1 98 — 25 =
@z T 16,, b2~ TIeT e =
49
—p?=73 = a?=
- 49
Figura 9: "Hipérbola correspondiente al ejercicio 11"
En conclusion,
yZ x2

H) 1168/, 73

En este ejercicio, se nos plantea que la distancia focal es d = 30, es decir, que la distancia
entre los focos es d = 30, la cual es 2c, por lo tanto, ¢ = 15.

Por otro lado, la distancia entre vértices (longitud del eje transverso) es [ = 18, que a su
vez es 2a, porlotantoa =9

De la relacién b? = c? — a?:

b? = 144

Ya conocidos los valores de a?y b* podriamos escribir la ecuacién de la hipérbola
solicitada. Sin embargo, desconocemos si la hipérbola posee como eje conjugado al eje x o
al eje y, por lo tanto, existiran dos soluciones.

e Eje conjugado coincidente con el eje y:

u x2 yz . u x2 yz .
—_———— = —— —
) a®> b? ) 81 144
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¢ Eje conjugado coincidente con el eje x:

2 2 2 2
y yeox
H) =

~— =12 H)>=—-—=1
a? b2 ) 817 142

En las figuras 10a y 10b se observan respectivamente los resultados obtenidos.

A
y y

204

=

B

{=3
v

=20 1

Figura 10b: "Hipérbola correspondiente al ejercicio 12

Figura 10a: "Hipérbola correspondiente al ejercicio 12 : ! o o
Eje conjugado coincidente con el eje x

Eje conjugado coincidente con el eje y"

13. Para reconocer el lugar geométrico que representa, vamos a llevar la ecuacién a una forma
conocida:

5x2—4y2+13 =0

5x% —4y? = -13

5x%  4y? _ 1
-13 —-13
yZ x2 B 1
13/4 13/5

La ecuacién representa una hipérbola cuyo eje focal es el eje y.
V13 13
Comoa = E b= - resulta:

117 117
2 _ p2 21 o = |Z2L
C b +a 20 c 20
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20

. 117 ,117 .
Entonces los focos de la hipérbola son F; <0, ) y F, <0,— E) , Sus vértices son

V13

2

117 2

4 (O, ?) y Vs, (0, - ), y la excentricidad es € = 2 BT 1.34.

. .« s P . , a
Finalmente, como la hipérbola esta sobre el eje y, calculamos sus asintotascomo y = + > %

entonces resultan:

V5
)y =X

V5
)y =-5X

Para poder encontrar los focos de la elipse, primero debemos hallar los vértices de la
hipérbola.
Para ello, necesitamos conocer el valor de a en la ecuacién de la hipérbola:

9y2 — 16x% = 1296

yz x2 3 1
1296, 1296,
/9 /16
2 xz
EAN
144 81

De esta ultima expresion podemos reconocera =12y b = 9.

Luego calculamos ¢ = Vb? + a? = 15

Por lo tanto, la ecuacion representa una hipérbola con eje focal sobre el eje y, cuyos vértices

son V,(0,12) y V,(0,—12), y la excentricidad es € = 2 = %’

Luego, la elipse tiene como focos los puntos F;(0,12) y F,(0,—12), por lo que ¢ = 12.

- 1
Como la excentricidad es € = 2 =05= > resulta que a = 2c¢ = 24. A b lo calculamos

haciendo b? = a? — ¢?, por lo que b = V432.

En consecuencia, el eje mayor vale 2a = 48 y el eje menor vale 2b = 2v/432. Finalmente,
las ecuaciones paramétricas de la elipse son:

{x = 2vV432cos(a)
y = 48sen(a)

Cona € [0,2m).
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Para resolver el problema, primero debemos conocer la ecuacién de la hipérbola. Como

sabemos que tiene un foco en (5,0), el eje focal es el eje x y obtenemos que ¢ = 5. De la
, . 4 b 4 .
asintota que nos da el enunciado y = -, tenemos que — = . Sabiendo que b? = c? — a?,

resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Despejamos b de la primera ecuacidn y reemplazamos en la segunda:

4q\>
<?> +a®* =25
16

?az +a? =25

a=+3

Como a es positivo, tomamos a = 3. Entonces resulta b = 4 y la ecuacion de la hipérbola

es:
2 2
X
Y
9 16
Para hallar la interseccion de la recta y la hipérbola planteamos el siguiente sistema de
ecuaciones:
—V7x + 3y=0
2 2
X
Xy
9 16
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Despejamos y de la primera ecuacion:

V7
y=—gx

Reemplazamos en la segunda:

P1

o 1 F1 V1 . l'l‘”'? F2 X
- - ] [
9 16 -6‘-4T-2 D 1]\'4. o
x2 17 2 _ 1
- —— X% = =2
9 169
Multiplicamos la ecuacién por 9y agrupo x2: p2 )
9
2
—x“=9
16 -
x =14 . . . N
Figura 11:"Grdfica correspondiente al ejercicio 15"
W7
Tomando x = 4, resultay = -
47 . ., .
Ytomando x = —4,resultay = — - Por lo tanto, la interseccién de la recta y la hipérbola

son los puntos:

PZ(_4' -

P (4, T)
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16.

Como las asintotas con bisectrices de los cuadrantes del plano, son rectas del tipoy = *x.

Por lo tanto, se puede deducir que a = b. Para obtener la longitud del eje transverso, o la
distancia entre los vértices que es 2a, primero debemos hallar la longitud del semieje mayor
de la elipse x? + 4y% + 36 = 0.

Para hacer esto, vamos a trabajar con la ecuacién de la elipse:

x2+4y2-36=0

x%+4y% =36
X2y
Z 42 =1
36+9

Porlotantoa = 6 y b = 3. Entonces la longitud del semieje mayor de la elipse es 2a = 12.
Como 2a también es la distancia entre los vértices de la hipérbola y es igual a la longitud
del semieje mayor de la elipse resulta a = 6.

Entonces la ecuacidén de la hipérbola es:

xZ y2

36 36 |
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