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Las lineas rectas corresponden a las ecuaciones de primer grado en x e y. U
estudio sistemético de las ecuacionss en-x & y deberia proseguir con las ecuaciones
de segundo grado, tercer grado, y asi sucesivamente. Las carvas de $ETLOU grade
son suficientemente simples para estudiarlas ampliamente en este curso. Las
curvas correspondientes a las ecuaciones de tercer y mayor grado no serin
tratadas sisteméticamente, porque las complicaciones ripidaments se hacen muy
graades. Sin embargo, el estudio de las ecuaciones de cualquier grado —1a teoria |
de las curvas algebraicas— es un tema interesante ensi mismo, y puede ser
estudiado en cursos avanzados. ; :

El conjunto de todos los puntos (x, y) que estin 2 una distanciz dada r de
un punto fjo. (h k) constituye una circunferencia. A -veces se expresa esta idea.
diciendo: la grdfica de todos estos puifibs es una circunferencia. Por la férmula’
de la distancia entre dos puntos sabemos que . £aa

i
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.“__m r=Vx -+ (y - k),

. * En ¢l agéndice 1, seccién 1, ol final del libro, exfste material adicional acerca de la drcunferzaci,
" 7%} Ytambién otro conjunto de problemas. 3
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Por ¢l procedimiento de completar los cuadrados, se deduce que si la circunfe-
rencia con ecuacion

Nu+v.u+bu+.mu‘+»ﬂno . (2
tiene centro en (h, k) y radio r > 0, entonces
(x—h?'+(y—-k’-rP=x"+y+Dx+ Ey+F

Por lo tanto, si la circunferencia de la fig. 8-7 tiene la ecuacién (2). entonces

|PQ| = Vxi + yi + Dx, + Ey, + F.
Ejemplo 2. Desde P(8.4) se traza una tangente a la circunferencia X dada por
Nlmﬁﬁwu“nu+wu+mh+.wluﬂou. .
Calcular la distancia de P al punto de tangencia Q.

Soluciér. Usando la segunda férmula para |PQ], obtenemos

|PQ| = V8 +4*+2-8 +4-3 = o7, ..m

PROBLEMAS

En cada uno de los problemas | a 14, obtener la ecuacién de la circunferencia determinada
por las condiciones dadas, donde C denoa el centro ¥ r ¢l radio,

C=(-3,4,r=5 2.C=(0,0,r=4

C=(23),r=2 4 C=2,-1),r=3
Los extremos de un didmetro son los puntos (4, 2} y (8, 6)

Los extremos de un diimetro son los puntos (-2, 3) yi =1

C = (3,4} tangente al gje x

C=(-23) tangente ul eje v

C=(21) pasa por (3.4}

0. €=(-1-2). pusa por (—2.2)

1. C=(23) tangenteadx + 4y +2=0

12 C=(3, ~2) tangentea 5x — 12y =0

13. Tangente a los dos ejes, rudio 6, en el scgundo cuadrante

14. Tangente aleje x yala recta y = 2x, radio 5 (cuatro soluciones)

En cada uno de los problemas 15 a 22, determinar la grifica de fa ecuacién dada. por el
método de completar los cuadrados.

15 s+ y' + 6x—8y = 0
17. +y' —4x+2y+5=0

bl oS R

16. hu+wu+mulawl:!o
18 ' +y +6x—-4y+15=0

RECTAS, CIRCUNFERENCIAS, CONICAS 255

18. a~+<u+w.«|8_..muo

20. an+wu+an|uq+nuo
21. Muu+uwu+wu+3_+mlo

: 22. wan+mwu|mu+$+3ua
" T

dirmbriatls et b % 1 e e o i
23 x* 4+ yr 42y - 4y =0, P(1,3)

24 x*+ y* =3¢ + y-7= 0,P(-1,1)

25. '+ y 4 5x -6y -21 = 0, P(2,-1)

26. *+y'+2x~-19= 0, P(-3,4)

En cada uno de los problemas

circudferencia dada, en el punto
formas distintas,

27. x* + y e+ 4y - 1= 0,P(2,-3)

28 '+ yl—ayo 8y +18 =0, P(1,4)
29. P ayFSye - 7y =6 =0, P(6, 1)

300 x*+ yreg8r 4 2y + 16 = 0, P(~4, -2)

27 2 30, obtener la ecuacién de_la rects normal 2 R
P & dicha circunferencia. Resuelva el problema en dos

32. ¥+ y*-2x 4 S5y+7= 0, P(-1,-2)
33. ku+w~lklnwld"o.ma.ﬂu
4. P2+ y 324 6y +2 =0, P(-3,3)
3. FR:&SR%EE%E»

d 2x +
Y434y +25=0 s INHI.MlImgKIm

iQue es lo incorrecto en esta Proposicién?, o, ;es ella correcta?

5. LA PARABOLA® "

paribola es la grdfica de todos los puntos cuya distancia g un

punto Jijo es igual a su distanciy 4 una recta fija. El punto fijo se liama foco y la recta
Jija, directriz. .

La definicion de la paribola es puramente mno.Bmi

‘ ca, en el sentido que no
dice nada acerca de las ctoordenadas, o sea los valore

s de x e y. Recordemos

*Enel uvn._..e.nm 1, seccién 2, al final del libro, existe material adici -
; ‘ 2 adicional acerca de Ja
también orro conjunto de problemas. : uuawu_n.q

T T TR LY Wt s 8y .
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posiciones el vértice esta en el origen. A

n e

.\... %...
: v

: 1 Y 3
Ejemplo 1. Una parabola estd apnm.boﬂ
S =1{(xy)iy* = -12z}.

_.E._n.q el foco, la directriz y el a.n., Haceruna mnmmom.

\ =il : et
Solucidn. Puesto que 2p = 12, se liene que p = 6. Como la ecuacién &s del i

segundo lipo, el foco.estd en (—3,0). La directriz es la recta x=3yelejedela
parabola es el eje x. La curva apareceenla fig 8-13. . ¢

-

nando la ‘paribola no esti en una de las vommmmoun«. estindar, la ecuacion
es mas complicada. Si Ia directriz es horizontal o vertical, la ecuacién es sélo

.un poco diferente. Sin embarge, si la directriz no =5 paralela a ninguno de los;

¢jes, Ia ecuacion se altera considerablemente. En el siguiente ejemplo se muestra -
la forma en que s= puede obtener la ecuacion de la paribola directamente por
Ia definicién. T T I Y
Ejemplo 2. Obtener la ecuacién de la vawo“nﬂnoa foco en F(3,2) y cuya
directriz es la recta x = —4. Ubicar el vértice y el eje de simetria.

i o 2 - ~
Solucién. Por la definicién de Ia parabola, Plx, y) &s un punto de la curya si
y sélo si [PF] = fix — 3)7+ (y = 2)% es igual a la distancia de P a la directriz,
que es |x + 4] Tenemos * . ' '

v

1

. 2 5 ’
» Vix-3Pa(y -2V =[x +4. _
; o 3 : e
Como ambos miembros son. positivos, elevamos al cuadrado ¥ obtenemos

R x*— 6x +._m+w_u..|...:__ +...a“n N~+mk_.._.u.m..

h . ] v

R

‘ W M m ! w.
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1
) . I

Esto nos da ik

z | ] . s __ A )

(y=2P =142 +7 2 =22 =4z + ).
Graficando la ecuacion (g, 8-14) se observa s la rex
véstice es e} punto (—1, 2).

i

i i ‘

ann,n_ cje es la recta y =2y .m_nn ¢l
. ¥ !

y { 2 i ¥, i
Las cuatro formas de Ia paribola, \cuando nf eie es’ varth s
S ; b onizo
el vertice esta en el punto (a, b) en vez del origen, mom“ T g
: . : _ - g i -
e = aummn«...&. f, {.v.p ; _ (1)
con foco en (g, + p/2, b) y directriz x = g — o2 L ; |
v S : Foelis ..” ; e R e !
b 5 8P - B O
con foco en (o ~ by &_.nnﬂ.mn x=a+ p2: . ,,,_ v .
ik L VHE s A .. * ;.ﬂ Vet !
L N S 3 R s
con foco en (g, b + R...m:n_.ﬂnﬁuu.nvlﬁm" v
L] 3 7 ‘. - ]
e i o SRR LB p e e [ Sl
: e ; : Dl S _ i
Bnggﬁpmlugw&nniuwlw+fb. oy R R

Las cuatro f6rmulas aiferiores puedenseroblenides directamen te de 1o dor—s L4,
. o : . rectamente de la dely
.de parabola ?n“ns en el gjemplo u_.v Ver el problema 23 al final de esta HMn”MHHmm_

"Ejempls 3. -Dada Is paribola x* = —dy

. . - u_nﬂ + obt I e o)
directriz y el eje. Graficar Ia sl 2 caer el vértice, el foco, Ja
" . ' )

. I

U
ey _... 3
» E < __. . U.?-ﬂnﬁ.
gl =AY
- 1 " !
i : ) i 1 ' 3/
B W43 .
lhm.—llrl.lll Tt i
[ W m n Y m-nyuw
1 . g ard
3 v Vs 3=
| i { ..” L Pi235%
0 s L] Vo ,. o

I -2 - ;

1 ? 3

\ 3 I -3 4 i

' ] z
Paifne Ao priidio " of o
\ .l-l h - [
2 \ mnﬁu?._._.. % 4 ' ._
L 3 T 5 ."I.,

i 3 1 ] =hes . ,
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Directriz x = 0, foco en (6,0) 18. Directriz y = 0, foco en (0, 5)
Vértice en (0, 4), foco en (0, 2) 20. Vértice en (—2,0), directriz x = |
Foco en (—1, —2), directriz x — 2y + 3 =0

Foco en (2,3), directrizx + y + [ =0

(a) Usar lz definicién de |2 parébola para establecer Ia férmula (1) de la pagina 259. {b) Lo
mismo que en la parte (a) para la formula (2) de la pagina 259. (c) Lo mismo que en la
parte (2) para la [6rmula (3] de la pigina 259. (d) Lo mismo que en fa parte (2] para la
f[ormula (4) de la pigina 259.

24, Determinar el miembro de la familia

ERRBS

(k) = {(x. y):4x — y — k = 0}

que es tangente a |a pardbola p = 2x* — x + 1.
25. Determinar el miembro de la familia

k) ={xy):kx—y—5=10}

que es tangente a la pardbolu y = 3x* + 2x + 4. b

26. Determinar el miembro de la familia de pacibolas y = kx* + 4x — 3 que es tangente
alarecta2x —yr+ 1 =0.

" Enlos problemus 27 & 31. obtener la ecuacién de la recta tangente a la pacibola en el punto

dado P perteneciente a la paribola.
27. y*=0x, P(1,3)

29. y*—3x+2y+4=0, PE0)
31 x*-2x+y =0, P(-3,-15)

28. x*= 12y +7, P(1,-d)
30, (y — 2)° = —4(x + 3), P(—4,4)

32 Lus dos torres de suspensidn de un puente colgante distan entre si 300 m y s extien-
den 80 m por encima de la calzada Si el cable (que tiene la forma de una paribola)
¢s tangente a la calzada en el centro del puente, determinar lu altura del cable por encima
de lo pista a 50 m y también a 100 m del centro del puente. {Asuma que la pista
es horizontal)

33. Se traza una tangente en un punto P de una paribolu. Esta recta interseca al eje de la
paribola en un punto 4. Si F representa ¢l foco. demostrar que el tridngulo APF es
isosceles.

7347 S& Plx, yy) un punio [no ¢l vértice) de ka pacibola y° = 2px. Obtener la ecuacion

de la recta normal a la pacibola en este punte. Demostrar-que esta recta normal inter-
seca al eje x en ef punto Ofx; + p,0)

6. LA ELIPSE*

Continuando nuestra discusidn de las curvas de segundo grado, nos ocuparemos
ahora de la elipse.

Definiciones. Una elipse es la grdficu de todos los puntos tales que la suma de sus
distancias u dos puntos fijos es constante. Los dos puntos fijos se llaman focos.

* En el apéndice L, seccion 3, al finul del libro, existe material adicionzi acerca de fa elipse, y también
otro conjunto de problemas.
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Para que la definicién tenga sentido, la constante (la suma de las distancias
2 los focos) debe ser mayor que la distancia entre los focos. Notese que la definicién
&S puramente geométrica, y que no habla acerca de coordenadas o de ecuaciones.
Resultara que la ecuacién de una elipse es de segundo grado.

Supéngase que la distancia entre los focos es 2¢ (c > 0). Llamemos F, y F,
2 los focos y coloquémoslos en puatos convenientes, digamos F, en (c,0) y F,
en n.ln. 0). Sea P(x, y) un punto de la elipse, y sean d, la distancia de P a F,yd,
la distancia de P a F, (fig. 8-16). La condicién establece que 4, + d, es siempre
constante. Como dijimos, 1a constante (que la denotaremos por 2a) debe ser Bmwou.
que 2c. Asi, tenemos

&_— + mu a ND.

o, por la formula de la distancia,

Vix - o + (y ..muf Vix+ e+ (y-07=2a
Para simplificar, pasamos un radical a la derecha y elevamos al cuadrado:

(el +y =da’—4aVlz + cF ¥y + (x + o + y7.

Efectuando operaciones y reduciendo términos, obtenemos
c
Vix+ el +y'=a+—x
a

Elevando nuevamente 2 cuadrado

2
(x+cP+y= nu+mnu+.n|unu.
a

de donde resulta
Hu %u
S S 5= 1.
a a“—¢

Puesto que a > ¢, podemos introducir una nueva cantidad

s
¥y asi podemos escribir

L R

nlu. + WM 3 i
Esta es {a ecuacién de una elipse.

v
Pz, )
o =z
Figura 8-16 4 1l
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[ 4400, 9)

Solucién. Dividiendo por 144, obtenemos
T .ﬂm w_u =
—+=1,
9 716!
Observamos que. el denominador del término en y es mayor. Por lo tanto. a = 4,
b =3 ¢c*=0a*—b% y c= /[T La excentricidad es e = /774, el eje mayor esti
en el eje y, y el eje menor esta en el eje x, los focos son (0. +J7. y los vértices

son (0, £4). La elipse esti dibujada en la fig. 8-22. <
Los ejemplos anteriores ilustran el hecho de que cuando tenemos una ecuacién
de la forma 5 o
: P M
0 < B

la ecuacién representa una elipse (o una circunferencia si los denominadores son
iguales), y el denominador mayor determina si los focos, los vértices y el eje
mayor estan en el eje x o en el gje y.

Si P(xy,y;) es un punto de la elipse, es fcil obtener 12 ecuacién de la recta
tangente a la elipse en P. De hecho, podemos desarrollar una formula sencilla
pam la ecuacién de esta recta, cuando la elipse esta dada por

Hu !u -
s+l

a

La pendiente de la elipse se obtiene por derivacion implicita:

y
dy 2
i oy

y—n=-———(x-1x) & a’y,y — a’y} = —b%x,x + b3l
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Pero, bxi + a’yi = a’b?, porque (x1, y1) pertenece a Ia elipse. Por lo tanto,

tl

i
a

L

H+WMNH A:

- es la ecuacidn de la recta tangente.

Ejemplo 3. Obtener la ecuacién de la recta tangente a la elipse

MN 2
o

|H=

=1,

(=3

en el punto (2, —5./3).

Solucidn. El punto (2, —3./5) esté en la elipse y, aunque ¢! eje mayor esti en el
eje y. & facil ver que es valida la formula andloga a (1) para la recta tan-
gente. Obtenemoes
2x Iwaxwu. B
= = =)
PR T

8x - 3J/5y—36=0. <

PROBLEMAS

En los probiemas | a 10, hallar las longitudes de los ejes mayor y menor, las coordenadas
dz-osHocosy-de-los vértices, y fa excentricidad. Dibujar Iz curva.

1. 16x* + 25y* = 400 2. 25x° + 169y° = 4225
3. 9x* + 16y* = 144 4. 25x* + 16y* = 40D
5. 37+ 2y =6 6. 3Ix* +4y°=12

7. 5x 42y =10 8 Sx 43y =15

9. 2x* +3y* =11 10. 5x% +4y* =17
En los problemas 11 a 21, hallar la ecuacién de la clipse que satisface las condiciones dadas.
1L Veértices en (+5,0), focos en (+4,0) -

12 Veértices en (0, +5), focos en (0. +3)

13. Vértices en (0, + 10), excentricidad 475

14.  Vértices en (+6,0). excentricidad /3
I5. Focos en (0, £4), excentricidad 4/5

16. Vértices en (0, £5), pasa por (3,3)

17. Ejesen los cjes coordenados, pasa por (4,3) y (—1, 4)

I8. Ejes en los ejes coordenados, pasa por (=52 y3. 1
19. Focos en (+3,0), pasa por (4, 1)
20. Excentricidad 3/4, focos ¢n el eje x, centro en ¢l origen, y pasa por (6, 4)
21. Excentricidad 3/4, focos en el eje y, centro en el origen, y pasa por (6, 4)

21 Hallar la ecuacién de la grifica de todos los puntos tales que la suma de sus distancias
a los puntos (6,0) y (-6, 0) es 20.
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Demostraremos que ¢ debe ser mayor que a. Recordemos que |a suma de las mon.
gitudes de dos lados cualesquiera de un trigngulo debe ser mayor que la longitud
del tercer lado. Con referencia a la fig. 8-24, observamos que

2c + dy > d, y 2c +d; > d,.

Por lo tanto

2c>d, ~- d; ¥ 2c>d, ~dy;

Combinando estas desigualdades se obtiene 2c > |d, — da|. Pero |dy — ds| = 2a,
yasic>a. 3
Definimos ¢l nimero positivo b por la relacién

¥ escribimos la ecuacién de la hipérbola:

S Hm . .vh L
dTE"
Reciprocamente, haciendo ver que todos los pasos son m.nﬁama_nm. podriamos de-
mostrar que todo punto que satisface la namn.om_ anterior pertenece a la grafica.
(No entraremos en los detalles de esta demostracién,) ) ;
La ecuacion de Ia hipérbola escrita en esta forma muestra de inmediato que
la curva es simétrica respecto a los ejes x ¢ j.

Definiciones. La recta que pasa por los focos F, y Fa _nn.E_n rw&é&n se ﬁnﬂa
eje transverso. La mediatriz del segmento F,F; se llama eje conjugado. La inrer-
seccion de estos ejes se llama centro.

[Ver la fig. 8-25, en la cual los focos son (c,0) y (=¢,0), el eje transverso
es ¢l eje x, el eje conjugado es el eje y, y el centro es el origen.] o

Los puntos de interseccién de una hipérbola con el eje transverso se llaman
Yértices. En la fig. 8-25, correspondiente a la ecuacién

2 2
x ¥
Pk
¥
Eje conjugado
¥
(0, 8)
(~a,0) Eje transverso g .0
z
o o] (a, 0)| Fo(c, 0 3
Fal=5,0) (@ 0\ Fi(e, 0) (-50_0 @0
©, -8 i ?
Figura82s | _ iy i ..

i
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estos vértices estan en (a,0) y (—a,0) La longitud 2a se liama longitud de! eje

transverso. Aun cuando los puntos (0.B) y (0O, ~b) no estin en la hipérbola, la lon-
gitud 25 es una magnitud Wtil, y se le llama longitud del eje conjugado.
La excentricidad de unz hipérbola se define como

e=cla.

Obsérvese que siendo ¢ > g, Ia excentricidad de una hipérbola es siem

. _E.uan.co..,anmm.
mn_om_.ongnn_mavmwvo_uﬂ colocan en el eje y, en los puntos (0,¢) y (0, —¢),
la ecuacion toma la forma .

s,

SR,
I..m.m.1..—.

donde, como antes,

e

El aspecto de la curva es como el que s¢ muestra en la fig. 8-26.
~ Al contrario de lo que sucede en la ecuacidn de la elipse, la ecuacién de la hi-
pérbola indica que los tamafios relativos

de a y b no desempefian ningiin papel
al determinarse dénde estin los focos y los ejes. Una ecuacién de la forma

Hu 2
o s =1,
ety
tiene siempre su eje transverso (y los focos) en el eje x, en tanto que upa ecuacidn
de la forma
2 2
y X
—— 3 H
e

tiene siempre su eje transverso (y los focos) en el eje y. En e} primer caso, el de-
nominador del término en x? es a2, Y €l denominador del término en 2 es b2 Eq el

segundo caso, el denominador del término en y? g5 o2, ¥ el denominador del término
en x? es b%. En ambos casos se tiene que ¢ =a? 4 b2,

Ejemplo 1. Dada la hipérbola con ecuacién 9x? — 162

= 144, encontrar los ejes,
las coordenadas de los vértices y de los focos, y |

a excentricidad. Dibujar la curva.
Solucion. Dividiendo por 144, encontramos

2

H

2
TR

(=]

¥, por lo tanto,

*=a*+b*=25, =5
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20. Focos en (+8, 0), longitud del eje conjugado 6. ol

21. Obtener Iz ecuncién de la grifica de todos los puntos tales que la dilerencia de sus
distancias a (4,0) y (—4, 0) s2a siempre iguaia 2

22 Obtener la ecuacion de la grafica de todos los puntos tales que la diferencia de sus
distancias a (0,7) y (0, —7) sea siempre igual a 3.

23. Obtener la ecuacion de la griiffica de todos los puntos tales que la diferencia de sus
distancias a (10,0) y (2,0) sea siempre iguala L.

24. Obtener la ecuacion de la grifica de todos los puntos tales que la diferencia de sus
distancias 2 {2,0) y (2, [2) sea siempre igual a 3.

25. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a ia hipécbola

(x/16) = (¥*/4) =1 enelpunto (-53%
26. Hallar el punto de interseccion de las rectas tangentes 2 la hipérbola
(#/36) — (x*5)= L enlospuntos (I, -2/10) y (—4,10)

27. Dada lu hipécbola (x*/6) — (/2) = L. hallar las scuaciones de las rectas tangentes a ¢lla,

que pasan por el punto (1, — 1)

28. Obtener ke ecuacion de la grifica de todos los puntos tales que sus distancias a (5,0) .

sean siempre 5/3 veces sus distancias a la recta x = 9/5.

25. Un radio focal es el segmento de recta que une un punte ___n la Evm_.wn_u. con uno
de los focos. Los [ocos de una hipérbola son (4,0) y (—4,0). La n._.nﬂ_._n._n de las _o‘nw..n_..nﬂ
de los radios focales de cualquier punto es siempre +6. Hallar la ecuacién de la hipérbola.

30. Una hipécbola tiene sus focos en (¢, 0) y (—¢,0). El punto P(2,4) pertenece 2 fa hipérbola,
y los radios focales correspondientes a este punto (ver problema 29) son perpendiculares
entre si. Hallar la ecuacion de la hipérbola.

B. TRASLACION DE EJES

En la definicion de las curvas de segundo grado y en la descripcion de las propie-
dades principales, no utilizamos sistemas de coordenadas. Sin embargo, estos sis-
temas resultan esenciales si queremos encontrar las ecuaciones de estas curvas y tam-
bi¢n si queremos utilizar los métodos de la geometria analitica.

Al utilizar los métodos de la geometria analitica, colocamos los ejes en una
posicion «conveniente» respecto a la curva que estamos considerando. m: ios
ejemplos de elipses ¢ hipérbolas que hemos estudiado, los focos estaban ubicados
en uno de los ejes, simétricamente respecto al origen. Supongamos zhora que
tenemos un problema en e cual la curva (hipérbola, paribola, elipse, etc.) no omﬁ
situada en una posicion tan conveniente respecto a los ejes. En este caso, desearia-
mos cambiar el sistema de coordenadas para tener la curva en una ubicacién
conveniente y familiar. El proceso de efectuar este cambio se llama transformacién
de coordenadas. ;

El primer tipo de transformacion que consideramos es uno de los més simples,
llamado traslacion de ejes. En la fiz. 8-28 se muestra el habitual sistema de

coordenadas cartesianas xy. Agreguemos un sistema adicional de coordenadas con .

eje x* paralelo al eje x, a k unidades de él, y con eje ¥’ paralelo a y, a2 h unidades
: /
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Figura 8-28 Figura 8-29
de €l Esto significa que el origen O° del nuevo sistema de coordenadas tiene
coordenadas (h; k), referidas al sistema original. Las direcciones positivas-de x* 2 y'
son las mismas que las de los ejes x e y. Si P es un punto cualquicra del plano,
jcudles serdn sus coordenadas en cada uno de los sistemas? Supdngase que P tiene
coordenadas (x, y) en el sistema original y (¥, y') en el nuevo sistema, y supdngase
que el nuevo origen tiene coordenadas (h.k) en el sistema original. Una inspeccion
%_ummm.wouOmmzmmn_dncnmmav___Vo.::u,av.o.nn”onﬁm 5

(1)
o, &0 forma equivalente,

Eex=h Y=yok @

La demostracion de estas formulas se efectia facilmente restando las apropiadas

distancias dirigidas que se muestran en la fig 8-29. Ver el problema 29 al final
de esta seccidn.

Se dice que dos sistemas coordenados xy y x'y’ que satisfacen las ecuaciones (1),

o, equivalentemente, las ecuaciones (2), estin relacionadas por una traslacién de ejes.
La ecuacién mas general de segundo grado tiene l2 forma

Ax*+ Bxy + Cy*+Dx+ Ey + F = 0,

donde 4, B, C, D, E y F representan constantes, Ademds, supondremos que 4, By C
no son tedos iguales 2 cero, pues entonces |a ecuacién seria de primer grado. Obser-
vemos que las ecuaciones que hemos estado discutiendo son todas casos especiales
de la ecuacion anterior. Por ejemplo, la circunferencia x® + y?— 16 =0 tiene
A=1,B=0,C=1,D=E=0, F=—16 La elipse (x*/9) + (y%/4) = 1, tiene
A=4B=0,C=4D=E=0F=-1Y, andlogamente, .vemos que las para-
bolas e hipérbolas tienen ecuaciones de la misma forma.

Un caso.interesante ocurre cuando 4 =1, B=0, C = ~, D=E=F=0
La ecuacién resultante es x* — y* = 0, 0 bien y = +x, cuya grafica consta de dos
réctas que se cortan. Las curvas de segundo grado cuya grafica se.reduce a puntos
0 recias frecuentemente se denominan degeneradas. .

Tlustramos ahora ia forma en que la traslacion de ejes reduce una ecuacion
de la forma

Ax*+ Cy*+Dx+Ey+F=0
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278 CALCULO CON GEOMETRIA ANALITICA

No demostraremos este teorema, pero ilustraremos algunas de sus aplicaciones
por medio de ejemplos. :

La ecuacién 3x? + y* + 5 = 0 no tiene grifica, porque la suma de cantidades
positivas nunca puede ser igual 2 cero. Esto nos muestra el Gltimo caso de {a)
enelteorema 2. En(c), laecuacionx®* - 2x =04 =1,C=0,D = —2,E=0,F = 0)
es un ejemplo de dos rectas paralelas; en tanto que ¥ 24 L (A=1,C=0p
D= -2 E=0, F = 1)es un ejemplo de una recta.

La demostracién de este teorema esté al alcance de cualquier estudiante in-
teresado.

PROBLEMAS

1. Un sistema de coordenadas cartesianas es trasladado 2 un nuevo sistema x'y’, cuyo origen
es(—3,4). Los puntos P, Q, R y S tienen coordenadas (4, 3), (— 2. 7), (=6.3/2) y (-5, -2,

. respectivaments, en el sistemz original Hallar las coordenadas de estos punios en el
nueevo sistema.

<2 Una traslacién de coordenadas lleva el origen w_ punto de interseccidn de las rectas
Zx+ 3y —4 =0, x + 4y — | = 0. Determinar ka trastacion de coordenadas y las ecua-
ciones de estas rectas en el nuevo sistema.

3. Una traslacién de coordenadas lleva el origen al punto de interseccidn de las rectas
3x=Ty+1=0, 2x — 5¢ — 6 = 0. Hallar las ecuaciones de estas rectas en el nuevo
sistema de coordenadas.

En los problemas 4 a 17, trasladar las coordenadas de modo que se eliminen los términos
de primer grado (o un término de primer grado en el caso de las paribolas). Describir
las propiedades principales (como en los ejemplos 1 y 2) y dibujar las curvas.

4. y'+8x-6y+1=20 5. 25x + 16y + 50x — 64y — 311 =0
6. 9x' +16y*-36x — 32y =92 =0 7.9 -4y + 18x + 16y +29 =0
8. X*—4x+6y+16=10 9. 45+ 9y’ + 8x — 36y +4=0

10. y¥'~4x+10y+5=0 11. 95 +4y° - 18x + 8y + 4 =0
12. 40— 9y + Bx + 1By +4 =0 13. 35 +4y* -~ 12x + By +4 =0
4. X*+6x—8y+1=0 15. 38— 2y* + 6x —8y =17 =0
16. 28+ 3y - Bx -6y + 11 =0 17. 4 -3y’ + 8x + 12y -8 =10

En los problemas 18 a 23, hallar la ecuacién de la grifica indicada. Dibujar la curva.
18. Paritbola: vériice en (2 1); directriz y = 3

19.  Elipse: vértices en (2, —3) y (2 5): focos en (2. —2) y (2.4)

20. Elipse: focos en (—2, 3) y (4, 3); longitud del eje mayor 10

21. Hipérbola: vértices en (—3.1) y (5,1); pasa por{-5.3)

2. Hipérbola: vértices en (2, —5) y (2, 7); focos en (2 —6) y (2. 8)

. Pardibola: ¢je y = —1; directriz x = 2; foco en (5, ~ 1)

En los problemas 24 a 28, hallar la ecuacion de la grifica indicada, identificar la curva

24. La grafica de todos los puntos cuyas distancias a (4,3) son iguales a sus distancias
alarectax=6

25. La grilfica de todos los puntos cuyas distancias a (2 1) son iguales 2 la mitad de sus
distancias 2 la recta y = —2
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distancias 2 lz recta x = —4 §

27. La gréfica de todos los puntos cuyas distancias a (2, —3) son iguales 2l doble de sus

distancias a (—~4.3) ;
28. La prifica de todos los puntos cuyas distancias 2 (1.2) son iguales & sus distancias
alarectadx—4p-5=0

29. Con referencia a la fig. 8-29. establiecer las formulas {1) de la pigina 275. Use distancias
dirigidas, y verifique que el resultado es el mismo si P, en la fig. 8-29, esta ubicado
en el segundo, tercero o cuarto cuadrante.

30. Demostrar el teorema 2

9. ROTACION DE EJES. LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

Supbéngase que efectuamos una transformacién de coordenadas de un sistema xy
a otro x’y’, de la siguiente manera: mantenemos fijo el origen, y obtenemos los
cjes x" ¢ )’ rotando los ejes x ¢ y un angulo 8, en sentido antihorario, como
lo ilustra la fig. 8-32. Cada punto P tendra coordenadas (x, y) en el sistema original,
¥ (x',¥) en el nuevo sistema. Determinaremos la relacién entre (x, Wy xLy).
Tracemos las rectas OP, AP y BP, como se muestra en ia fiz. 833, y notemos
que x = OA, y = AP, X = OB, y = BP. Tenemos

nnqmulhﬂ,mvﬂooim +a), y= AP= OPsen(6 + a).

Recordando de la trigonometria la férmula para el seno y el coseno de la suma

de dos angulos, obtenemos

x = qmnom:o; - ..ﬁm.waam sena,

y= OPsen 8 cos a + OPcos fsene.
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Solucion. Tenemos A =8, B=~4, C=5 D=E=0, F=—36 Elegimos
cot28 ={4A —- C)/B =(8 — m»h.lh: = lm. Esto significa que 20 esti en el seglindg
cuadrante y que cos 28 = —3.

Recordemos de la trigonometria las formulas del dngulo mitad

sen 8 = V(1 — cos 26)/2. cos 8 = V(1 + cos28)/2,

usandolas. obtenemos

ﬁ:mﬁh. no»mﬂa\.m_
con lo que hallamos las formulas de la rotacion
HIPH_-IN .ll.ﬂxl!“%_. .IW-H_‘-—.-P%."MH-*-U—‘.
SRl a5 B e

Sustituyendo en la ecuacién-dada. obtenemos
$x' - 2y) — ' - 2y)(2x" + y) + 25" + y = 36
Y, desarrollando, encontramos que .

2 2
e S L
3 = P 1

La grifica es una clipse, dibujada en la fig. 8-34. Las coordenadas x' ) de los

7+ 9y =36 o

L

vértices son (+3,0), y las-de los focos son (£J5.0). La excentricidad es 3. .. i i

En el sistema original, los vértices son

(I3, 6/45), (~3/V5, -6//3).
Los focos son (1,2) y (=1, =2} i <

En el ejemplo 2, los coeficientes D y E son iguales a cero. Cuando se presenta
un problema con B, D y E todos diferentes de cero, podemos eliminarlos efectuando
sucesivamente una rotacion (para eliminar B) y una traslacion (para eliminar
D y £). Aqui tenemos un ejemplo de I2 forma en que se desarrollan los procesos
en la matemitica: se construye una estructura complicada combinando elementos
simples. La técnica de efectuar varias transformaciones sucesivas se utiliza fre-
cuentemente en los problemas matemiticos.

Ejemplo 3. Dada la ecuacion

4x" — 12xy + 9y* = 52x + 26y + 81 = (,

reducirla a su forma estindar. eliminando B, D y E. Identificar la curva y
determinar sus principales caracteristicas. i .

Solucign. Primero rotamos. ¥ escogemos & de modo que

4 | wangelo-mitad {comoen el ejemplo 2),

RECTAS, CIRCUNFERENCIAS. CONICAS 2383

h\

Figura 8-34

Entonces, 20 est4 en el primer cuadrante ¥ ©0826 =% .Por jas formulas- de!

cos § = V3, sen 8 = V&
La rotacién de ejes deseada, queda definida por

1 1
x =—==(3x' - 2y"), = —=(2x' + 3y).
;\mﬂ ) 13 23y
mE:.EuR_nao en la ecuacién dada, obtenemos

WGH.«M - MNHJ__. + av.hwu . mﬁmk.m &+ MN___W__ e mu-__m.v

547 + 122y + 9y?) — 41332 - 2y1)

+2V1302x" + 3y) + 81 = o,
Y, después de simplificar,

13y? - 8V13x' + 14/ 13y"+ 81 =0.

o.em.m:.umn Que en el proceso de eliminar el término en x
climinado el término en y'2 Ahora nos damos cuenta de que la curva debe ser

una paribola. Para hacer uma adecuada traslucién de ejes, completamos los
cuadrados de los términos en ¥. Esto nos da

13(y? + ¥13y'
& 13 T..r%wnn 8J13 A.«. llmlv..

¥, también hemos

La trasiacién de ejes,

4
H!" H_-l.l.lt-
AT 1

convierte a la ecuacién an i
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1. LA CIRCUNFERENCIA
Consideremos la ecuacién general

A .Nu.r..v.u+,Uu+Mw+.m.no
L A PG e FGRATRRRET s PR D

: D? B p* B*
1 LI ARG ST e
,a+ba+a+w+mu+a m+a+.a_
s ,
.Uu - 2 .o.
T+.m.v +7+w = {D* + E* - 4F).

Llegamos ¢ la conclusién de que tal ecuacién representa una’ circunferencia con
centre en (—Dj2, —Ef2) y radio 1/2/D + E* — 4F. Pero existe un problema: si
la cantidad bajo el radical es negativa, no existe crcunfersncia y, por lo tanto,
no hay grifica. Si es igual 2 cero, la circunferencia se reduce a un puato. La
ecuacibn representa una circunferencia de radio 12/ DT + EX — 4F si D* + E*>4F,
y solamente en ese caso. : :

Una circunferencia queda determinada cuando se dan los niimeros D, E y F.
Todos sabemos que hay una circunferencia Unica que pasa por tres puntos (que
no son colineales). En el siguiente ejempio s¢ mussta la forma de abtener la
ecuacién cuando los tres puntos estin dados.

(—3,4),(4,5)y (1, —4). Localizar el centro y determinar el radic.

Solucién. Sila ecuacién de la circunferencia buscada es
22 +y'+Dx+Ey+F=0,

entonces las coordenadas de’ todo punto de la circunferencia deben satisfacer esta
ecuacién. Sustituyendo, obtenemos ; .

(-3,4): -3D + 4E + F = -25;
" (4,5): 4D +SE+F=-4l;
(1,-4): D—-4E+F="-1T.

Restando la segunda ecuacidén de la primera y Ja tercera de la segunda, elimi-
: -4 LR -

TAR . o

DRATICAS

L e b

T TRy

Esto significa que, en general, tres condiciones determinan upa circunferencia. .

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos

LTI TN

YTy

APENDICE | joy

namos F y'obtenemos.

"JD+E=-16 3D+9E=-2% _
Resolviendo este sistema, encontramos que D = —2, E = —2 Sustituyendo estos

valores en cualquiera de las ecuaciones originales, hallamos que F'= —23, La
ecuacion de la circunferencia es . ;

. ¥ au+u_w...uu|nwlu..wﬂo.. : . :
Se obtiene el centro y el radio completando el cuadrado. Escribimos
(=2 V(-2 )=y G-WHE - Y=

_.m_nnuqonwﬁ.sun:w&olm, . <

- El problema del ejeniplo 1 podria ser resuelto en otra forma. (1) Hallar la -
mediatriz debssegmento. que-une dos.dos primeres puntos. (2) Hzcer lo mismo e
-con-los puntos- primero-y-tercero (o-segundo -y -tercerc).(3) El punto de inter-
seccién de las dos mediatrices es el centro de la circunferencia. (4) El radio se
obtiene hallando la distancia del centro & cualquiera de los puntos dados. (5) Co-
nocidos el centro y el radio, escribimos Iz ecuacion de la circunferencia. (Ver la
fig. A-1) T =g <

La ecuacidn i 5
X4(y-k?=25

representa una familia de circunferencias. Todas las ci reunferencias de esta familia
tienen radio S5 y, ademis, sus centros estin en el eje ). Puesto que una recta
“ueda tetermimmta - portos ~condiciones, en-tantosque une-ciecunlerencia queds
determinada por tres condiciones, las familias de circunferencias son més extensas
que las familias de rectas, desde algunos puntos de vista. Por ejemplo, todas las.
circunferencias de radio-3 constituyen un conjunto «mds grande» que el de todas
las rectas de pendiente 7. Esto debe entenderse en el siguiente sentido: conside-
rando cualquier punto del plano, solamente un miembro de la anterior familia
de rectas pasa por dicho punto, en tanto que hay un ndmero infinito de circus-
ferencias de radio 3 que pasan per ese mismo punto. La femilia de rectas de
pendiente 7. viene @ ser una familia con un pardmetro. La ecuacion y =T7x +k

= ]

LN
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tiene una constante k que puede tomar cualquier valor real. La ecuacion
(x—hP+(y—kj}=9

es una fomilia de circunferencias con dos pardmetros. Los nimeros h y k pueden
tomar independientemente cualquier valor numérico.

Ejemplo 2. Hallar la ecuacién de la familia de circunferencias con centro en |Ia
recta y = x y radio 7.

Solucién. El ceatro C(h k), al estar en la recta y = x, debe tener h = k. _..n.
ecuacion buscada es .

(x = h)* + (y — h)* = 48.
Esta es una familia de circunferencias con un parimetro, <
Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la familia de circunferencias-con centrosed
(3. —2).
Solucion. La ecuacion es

x=3F+(y+20=r
Esta es una familia de circunferencias concéntricas con un parimetro. - <

Las dos circunferencias’
*+y*+Dx+ Ey+F=0,
X*+y'+D'x+ E'y+ F =0,
pueden o no intersecarse. Si restamos una de estas ecuaciones de la otra, obte-
e (D-D)x+(E~-E)y+(F-F)=0,

que es la ecuacién de una recta, a menos que D' =D y £ = E. Esta recta tiene
pendiente —(D — D')IE — E) (si E # E). Los centros de las circunferencias son
(=D/2, —E[2) y (— D'[2. — E[2), respectivamente. La pendiente de la recta que pasa

por los centros es (~ER)+(ER) E-E
(-D'2)+(D2) D-D"

que es la inversa con signo cambiade de —(D — D'WYE — E). La ecuacion de la
recta obtenidy_restando las ecuaciones de dos circunferencias se llama eje radical,
y_¢s perpendicular g lu recta que une los centros de las_circunferencias. Ademas,
si las circunferencias se intersecan, los puntos de interseccion deben satisfacer las
ecuaciones de ambas circunferencias. Estos puntos deben estar, por lo tanto, en el
cje radical.

Ejemplo 4. Hallur los puntos de interseccién de las circunferencias:
x*+y'—2x-4y-4=0, x*+y*-6x-2y-8=0.
Solucién. Sustrayendo, obtenemos
4x -2y +4 = (,

"

YT T

TR vy

6. (~2,—4),(2.-6). (4. 2)
8. Determinar sidos puntos {2.0).40.4).42. 2) y {1, {} estin en unz cirunferancia,

APENDICE ] 771

y debemos resolver esta ecuacidn simultdneamente con la de cuzlquicra de las
circunferencias. Sustituyendo, encontramos que ;

S5x*-2x—-8=0 o x=}xia1
Los puntos de interseccion son :
G+IELE+ A y (- BALE - 3. “

PROBLEMAS

. Demostrar que cuando D = £ & grificade x* 4 ;7 + Dx + Ey + F = es siempre una
circunlerencia si F < D¥/2 Obsérvese que si F <0 la grifica es siempre una circun-
ferencia. sin importar las magnitudes de D y £.

En los problemas 2 a 5, hallar en cada caso la ecuacién de la circunferencia que pasa por

los puntes uwmmm. aﬁ&m.:n el ‘método utilizado 2n.¢l eiemplo I. Hallas ¢! centro ¥ el radio.
2. (=5,2),(-3.9),(1,2) 3. (-3,1),(-2,2),(6,-2)
u.:.lc_.ﬁo.:;lm.luu

4. (7.-2).(3.—4) (0, =3)
En los problemas 6 y 7, hallar lus ecuaciones de las circunferencias mediante los métodos
descritos después del ejemplo 1.

7. (=2.-1),(0.2), (4.1)

9. Hallar la ecuacién de la circunferencin, o de las circunferencias, con centro en el 5 3h
que pasan por (=2 3) y (4, 1).

10. Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en la recta x + y— 1 =0, y que
pasa por los puntos {0.5) y (2. ).

En los problemas 11 a 16, escribir. en cadn caso, lu ecuacién de la familia de circunferencias
con las propiedades dudus. x

1. Centro en ¢l gje ), radio 4. oot
12. Centroenla recta x + y — 6 =0, radio [.

13. Centro en el ¢je x, tangente al gje .

14. Centro en la recta § = x, tangente a los dos sjes coordenades.

I15. Centroen la recla y = 3x, tangente alarecta x + 3y + 4 =0,

16. Centroenlarectux + 2y~ 7 =0, tangentea lu recta 2c+ 3¢ — | =0,

17. Dar una definicién mzonuble puru el hecho de que dos circunferencias se corten en
angulos rectos. jSatisfacen su definicion las circunferencias x* + p* — 6r = 0y x* 4 2 —
6x = 0 en sus puntos de interseccion?

En los problemas (8 a 21. hallar los puntos de interseccion de ks dos circunferencias. Si las
circunferencias no se intersecan. trazar una grifica en que se muestre la ubicacion del ¢je
radical. .

18. A+ y?+6x-9y=0,x"+y'-2:+3y-7=0

19. P +y'+x-3y+1=0,x'+y' ~4x+2y-3=0

20. ¥+ +2x+3y+1=0,x+y' -8y~-7=0

2L 25 + 2y  +4x =2y - 1 = 0.3x* +3y° + 6x -9y +2=0
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Se pueden resolver simultansamente estas ecuaciones eliminando Xp. ¥ 5¢ obtiznen
las solucjones xo =17, yg =6 y Xp = 5.0 = —2, 2 las cuales: les corresponden
las pendientes mo = 2/11, —2/5. Las ecuaciones de las rectas buscadas son

y=—2=¢H&(x+5) y ~¥(x + 5). <

Si las raices de la ecuacion de segundo grado en Yo fueran nimeros complejos,
ello nos indicaria que no hay solucién. Este hecho también puede ser determinado
“en otra forma. Como sabemos, una pardbola tal como x2 = 8y divide al plano en
dos regiones: una en la que x* > 8y y otra en la que x? < 8y. Desde cualquier
punto (x;,y,) tal que xi > 8y, se pueden trazar dos tangentes a Ia pardbols
(fig. A-3). Si x} < 8y, no se puede trazar ninguna tangente. Con mayor generalidad,
si la ecuacion de la paribola es

(x = h)* = 2p(y - k),

Yy .

__entonces se pueden trazar dos tangentes si Ixy — h? > 2p(v, = k), ¥ na se puede -

-y

trazar ninguaa si (x, — h)* < 2p(y, — k).

.mu.o:____o 3. Dada la paribola —2x? + 3y - 2x+ 1 =0 y los puntos P(l, -2),
0(2.9), decidir si es posible trazar tangentes a la parabola desde Py Q.

Solucion. Completando el cuadrado, obtenemos

(x + 9 =3y + .

Sustituyendo las coordenadas de P(l, —2)en la ecuacion, hallamos que

&>
de modo que se pueden trazar dos tangentes. El resultado para el punto 0(2,9) es

a8 37
r)

4 <

lo cual indica que no se puede construir ninguna tangente.

La paribola tiene muchas propiedades geométricas interesantes que la hacen
adecuada para las aplicaciones pricticas. Probablemente la aplicacién més familiar
es el uso de las formas parabdlicas en los faros de automéviles, linternas. etc. Si
se hace rotar una paribola en torno al eje x, se genera una superficie llamada
paraboloide. Estas superficies se utilizan en linternas. telescopios opticos y radio
telescopios, radar, etc, debido a la siguiente propiedad geométrica. Si se coloca
una fuente de luz (o sonido u otro tipo de onda) en el foco de una parabola,
y s la pardbola es una superficie reflectora, entonces la onda se reflejara segin
una recta paralela al eje de la paribola (fiz A-4). Esto crea un haz de luz sin
dispersién. (En la prictica existird alguna dispersion, porque la fusnte de luz no
puede ocupar solamente un punto.) Estd claro que lo reciproco también es ver-
dadero. Si llega una serie de ondas paralelas al eje del reflector parabdlico, la
sefial resultante se concentrara en el foco (donde, por lo tanto, se coloca el equipo
receptor).

Estableceremos la propiedad de la reflexion para ia parabola y* = Jpx. Sea
Fixy, y1) un punto de la pacibola (diferente del origen), y tracemos el segmento
de recta de P al foco (fig. A-5). Construyamos una recta™L que pase por Py que

3.

PRy

mthas

e U

1

SRR Y

T

bRl e e o s ek

- Hoguwra-84: « s o T B3
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f\w

" Figura A5

sea paralela al eje x, y la recta M tangente 2 la parabola en P. La ley de re-
flexién de la pardbola establece que el angulo formado por M y PF (« en el
dibujo) debe ser igual al &ngulo formado por L y M (B en el dibujo). La pendiente
de la recta M es tan B, que es también la pendiente de la parabolz en (x, y;).
El resultado es

; 4
2y—=2 tan 8 = —,
Yo P y 8 =
Ahora hallamos tanea mediante la [érmula para el angulo entre dos rectas La
pendiente de PF es

»w—0
=l
)
Por lo tanto.
A B
P ¥
Xy =i - e +4p?
fana = 2 =4 tana = 2L mn ‘
o T Iy~ 3ph + oy
e O
B 1 .IN

Puesto que yi = 2px,, esta expresion se simplifica y se convierte en
tang = h_
b 4

con lo cual el resultade queda establecido.

Los cables principales de suspension de los puentes tienen forma parabélica
porque, seglin se puede demostrar, si el peso total de un puente se distribuye
uniformemente en toda su longitud, entonces un cable tendide en la forma de una

parabola soporta la carga uniformemente. Es digno de notar e! hecho de que este
resultado no s¢ puede obtener con ninguna otra forma.
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Solucion. Laecuacién sera de la forma

2
+<|unun

;:.ll h‘"
o)

y no'sabemos si A s mayor o menor que B. Puesto que los puntos P y O estan
en la elipse, tenemos

2 ) olB)esl) -

que es un sisttma de dos ecuaciones en las incognitas 1/A* y 1/B% Resolviéndolo,
obtenemos que

et T
>“m.m~:.

“Ya elipse resultante €5 . R e
- 2 2
‘ TRy
R i
El eje mayor esta en el eje x. 4

La propiedad de reflexion de ondas de la elipse queda en evidencia por el
siguiente procedimiento. Sea P(x,, y;) un punto de la elipse (no un vértice), como
se muestra en la fig. A-8. Construyamos una recta tangente M en este punto.
Entonces, el ingulo entre M y la recta PF; (« en la figura) es igual al angulo entre
M yla recta PFa (f en la figura). Se puede establecer este resultado determinando
las [ormulas para tan o y tan 8 y haciendo ver que ellas son iguales.

Una elipse divide al plano en dos regiones, una interior y la otra exterior
a la curva. Todo punto interior a la elipse (x%/a*) + (¥*/b®) = | satisface I
desigualdad

N
+L <1

Wl s

1=
o

Desde un punto exterior a la elipse se pueden trazar dos tangentes; y, evidentemente,
no s¢ pueden trazar tangentes a la elipse desde un punto interior a elia.

r  Figura A8

Fa=c, 0)

tarey

ok

TR e

.y ik L

e B b ol M

T

.

et

M T
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Ejemplo 3. Sea la elipse ?H.Dﬂ.vﬁuhwﬂ I, y los puntes P(l,2), DB..E y
mmu. 2). Pera cada punto, determinar si desde &} se pueden trazar tangentes a la
elipse. En caso afirmativo, encontrar las ecuaciones de estas tangentes.

Solucion. Para el punto P, tenemos

y no existen tangentes. Analogamente, para ¢l punto R tenemos que (9/25) +
(4/%) < 1. El punto Q esta fuera de la elipse porque (0%25) % (62/9)> 1, y
procedemos 2 encontrar las rectas tangentes que pasan por Q. Toda recta que
pasa per Q tiene la ecuacién

y=6=m(x-0).

Supongamos que Py(x,, 1) € un punto de tangencia. Tenemos que m =
~9x,/25y,, y

2

xi Y1 2 x
—_—— = -_— M e
257 g 1 n-=6 25y, x
Resolviendo el sistema, obtenemos
3.9 y (-85
como puntos de langencia. Las ecuaciones de las rectas son
SRk 9 43 =
y s Ta e T e ek e T

y. simplificando, encontramos

3/3x+5y-30=0, 3V3x-5y+30=0.

i R

PROBLEMAS

En los problemas | a 6, hallar la ecuacion de Ia elipse que satisface las condiciones dadas.
I. Focosen (+4,0). directrices x = +6 f

Excentricidad . directrices x = +8

Focos en (0. +4), directrices y = +7

Vértices en (£ 6, 0), directrices x = +9

Véctices en (0, +7), directrices p = +12

Excentricidad 3, directrices y = +9

Demostrar In propiedad de reflexion de ondas de la elipse. segin fue descrita en b
presente seccion.
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782 CALCULO CON GEOMETRIA ANALITICA

Ahora veremos uno de los usos del rectangulo central. Las asintotas son [as
rectas que contienen a las diagonales del rectangulo central. En forma aniloga, |g
hipéthola (y*/a*) — (x?/b?) = 1 tiene las asintotas

y=(ab)x y y=-(alb)x.

Estas rectas contienen a las diagonales del rectingulo central adecuadamente
construido.

Ejemplo 2. Dada la hipérbola 25x* — 9y* = 225, hallar los focos, vértices, excen.
tricidad, directrices y asintotas. Dibujar la curva,

Solucion. Dividiendo por 225, obtenemos (x?/9) — (y/25) = 1, de donde a =3,
b=5c =9+ 25, ¢ = /34 Los locos estan en (+./34, 0), los vértices en (+3,0),
la excentricidad es e = ¢fa = ./34/3. y las directrices son las rectas x = +afe =
+9//34. Para hallar las asintotas, simplemente escribimos y = +(bjajx = +ix
Puesto que las asintotas son muy dtiles para dibujar la curva, las trazamos
primero (fig. A-11). Conociendo los vértices y uno o dos puntos adicionales,

. podemos obtener una grafica bastante precisa.

Una manera sencilla de recordar las ecuaciones de-las asintotas es observar
que si la hipérbola es

2 2 - ?
.Mluluw.mﬁ 1, las asintotas son WIWUP
y si la hipérbola es
2 2 2 2
y:_x ; L -2
—_——— =1, { . T Faah !
= 1 las asintotas son o 0

2 2
mnTH;_ “H||w|nL

Sy = Triual...wl.n L.
.muHTn.wv”.Mlhv_ y anw_

S; y x < Imw.

[l
o
-
R o)
-
o
|
[
I--:
v
=

Desde cualquier punto P de la primera de estas regiones se pueden trazaf
tangentes a la hipérbola, en tanto que no se puede trazar ninguna desde un
punto (tal como @) de las otras dos regiones (fig- A-12).

T ety i

Ay IR YRt T

it By

T I Ty

APENDICE 1 783

. Y
\ ﬁ /
/ P
Qe \
- /
Mimv_ \ %nlu...l...v._
BT
<=2 ﬁ' >2
z (=20f/ ¢ A
\
z o /5
Figura ATi Figura A-12

Ejemplo 3. Sea la hipérbola (x?/d) — (y¥/3) = 1. Determinar s; :

g f = L. si se pueden trazar
tangentes a la _.:nmn_uo»m. que pasen por cuaiquiera de los puntos P(3, 1), Of—-4, 2),
R(1, 3). Cuando sea posible, hallar las ecuaciones de las rectas tangentes.

Solucién. Para el punto P tenemos (3%/4) — (12/3) > I. y no se pueden trazar
S:mnwﬁm. Tampoco se pueden trazar tangentes que pasen por O, porgue
((=4)*/4) = (2%/3) > L. El punto R satisface la desigualdad (1’/4) — (3*3) < 1, y
podemos hallar las rectas tangentes. Toda recta que pasa por R tiene la nE»nm.g

y=3=mlx - 1),
y Ia pendiente de la hipérbola en cuzlquier punto es

: dy _3x

dc 4y’

Si (xo. yo) €5 un punto de tangencia, entonces m = 3 =
. e ] =3{x.ly $
ecuaciones i(xo/yo). y son vilidas las dos

x5
4

WS,

+1, yw=3=>=(x,-1)

Las resolvemos simultineamente y obtenemos

AL: ,M,\w |:+.f\wv AL lm,\wlmuu,\w
11 : 11 ¥ 11 ’ 11 v

3 Las ecuaciones de las rectas son

(1=-3V5)x + (-4 + V8)y + 11 = 0,
(1+3V5)x - (4+ By + 11 =0. «
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% Actividad §:

= Comienza con la lectura de la Seccién 7.La Hipérbola, abarcando:

- las definiciones de hipérbola'y focos .
2 2 i
- ladeduccién de fa ecuacion - %;-_- 1
a
- las definiciones de gje transverso o focal, eje conjugadc y centro.

»  Explica:

2 2
- ¢ Por qué la gréfica de la ecuacién ﬁ-z-f —g-f =1 es simétrica respecto de los ejes
a i

coordenados?
- ¢(Porqué (a,0) y (—a,0) son las coordenadas de los vertices?

% Actividad 9: \
* Lee atentamente la definicion de asintotas de una hipérboia (paginas 781-782).

= Retorna a la pagina 271 para completar la lectura con:
- la definicién de excentricidad
- laforma de la ecuacion de la hipérbola cuando los focos se encuentran en (0,~c)

y (0,¢)
- los ejemplos 1y 2. omitienda lo relativo a la obtencién de la recta tangente.

* Resuelve los problemas 1, 3, 11, 13, 15, 17, 19, 20 y 21.

En todos los casos dehes graficar también las rectas asintotas y obtener sus
ecuaciones.

|[TRASLACION DE EJES|

% Actividad 10:
(Referida a la Seccién 8.)

Es muy importante que logres comprender las relaciones (1) y (2) marcadas en gris
(pagina 275). '

= Presta especial atencién al Teorema 2. El sintetiza que una ecuacién de segundo
grado también puede representar:

2 2
- un par de rectas que se corfan (recuerda por ejemplo que *E‘”g_z:
a
representa la ecuacion de las rectas asintotas de la hipérbola de ecuacion

2 2
_’L_.y_zn

At B2
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- un par de rectas paralelas (por ejemplo x*=4  Vy, en cuyo caso
X=2Vy,;, X=-2Vy)

- un dnico punito (porejemplo (X ~ 1) +(y +1)° =0 <> x =1, y=-1)

- ningun lugar geométrico (por ejemplo 4x? +5y? +10 = 0)

=« Resuelve los problemas 1,2,5,7,9, 11, 15, 17, 19, 21, 23 y 27.

4 Ecuaciones pararﬁétn'cas de una elipse

* Las ecuaciones paramétricas de una elipse con centro en (Xo.Y¥0) ¥y semieje mayor

“a” son:
X =X, +a.cost
{ " te[0,2x)

y =y, +bsent

= Elimina el parametro t para obtener la ecuacién cartesiana.

1

< Actividad 11:

4
® Para finalizar este primer estudio de las cénicas realiza la lectura de los siguientes
parrafos:

- ‘La parébola tiene propiedades geométricas...” (pégina 774; a continuacion del
ejemplo 3)

- ‘Los cables principales de suspensién..." (pagina775; Gltimo parrafo)

- "3 LaElipse (Continuacién)”. (pagina 776; hasta el 2do. renglon de la pagina 777)

[ROTACION DE EJES. LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO,

En esta seccién aprenderas a reconocer y graficar cualquier ecuacién de la forma
AXx*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0 (1),
donde A, B y C no son todos simulténeamente cero.

Las ecuaciones obtenidas en las secciones anteriores son de la forma
AX*+Cy* +Dx+Ey+F =0 (2) y constituyen casos particulares de (1),

Veras como a través de una conveniente rotacion de ejes se puede
transformar una ecuacién de la forma (1) en la forma (2)

% Actividad 12: "I}

* Inicia la fectura de la Seccién 9.
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- la deduccidon de la ecuacién de una parabola con foco en F _(2—.0) y directriz

P
X+==0 V
2 ¥

- \as diferentes formas que toma la ecuacion al considerar otras posiciones del foco
y de la directriz.

Resuelve los problemas del 1 al 9 (pagina 261).

Actividad 6:

ContinGa con la lectura del ejemplo 2 (pagina 258) donde se deduce la ecuacién de
una parabola con foco en F(2,3) y directriz X = -4 Vy.

Presta particular atencién a las ecuaciones de una parahola con vértice en el punto
V (a,b) y recta directriz paralela a un eje coordenado.

Lee el efemplo 3. (La lectura de los ejemplos 4 y 5 puede ser omitida)
Resuelve los problemas del 11 al 14, y luego 17,19y 21.

¢ Qué particularidad tiene la ecuacion que se obfiene en el problema 217

ELIPSE

3

Actividad 7:
(Referida a la Seccion 6)

Lee la definicion de elipse y la deduccion de la ecuacion cuanda los focos estan
ubicados sobre el eje X y simétricamente respecto del origen de coordenadas.

¢, Qué particularidad tienen la ecuacion obtenida y su correspondiente grafica?
Avanza con las definiciones de: eje mayor, eje menor, centro, vértices y excentricidad
de una elipse. Presta atencion a la ecuacion de-una elipse cuando los focos estan
ubicados sobre el eje Y en los puntos (0,~¢) y (0,¢).

Lee las ejemplos 1y 2, omitiendo lo relativo a recta tangente a una elipse en un punto.

Resuelve los problemas 1, 4,7, 11, 12, 13, 16, 17, 19, 21y 22 (péagina 267).

Para el problema 13:

TAES

B=E= no implicaque c=4 y a=>5.
a _

Resuelve el problema 23 y una vez obtenida la ecuacion determina las coordenadas
del centro, de los focos y de los vértices de la elipse.



X
-Fotoc?piadora de los estudiantes de la FCEIA - Material de la Catedra

G (x,y)

e

—
0 X

! ' 3
= Sefala en la gréfica los puntos que se obtienen para t=0, !=—’2£, t=r, t=~2—:r y

t=2x.

g =N+r.C
{x h+r.cost ¢ variando en el intervalo [0,27)

£n las ecuaciones
y =k+r.sent

se describen todos los puntos de la circunferencia,
que es recarrida una vez en el sentido contrario a las agujas del reloj,

desde el punto A(h+r,K) hasta volvera coincidir con dicho punto cuando t =27 .

X =h+r.cost
y =K +r.sent

|
con te0,27)

son las ecuaciones paramétricas de la circunferencia con centro en (h,k) yradio r.

« Coémo podrias eliminar el pardmetro entre las dos ecuaciones para obtener la
ecuacién general cartesiana (x — h)? +(y —k)* = rr

o
< Actividad 5:

« Realiza una lectura de la Seccién 5.La Pardbola hasta el ejemplo 1 inclusive,
asegurandote de comprender correctamente:

- la definicién de parabola
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*» Actividad 2:

Comienza con la lectura de la Seccién 4.La Circunferencia. Avanza hasta el ejemplo 1

inclusive.

La lectura del parrafo correspondiente a recta tangente a una circunferencia es optativa.
En dicho pérrafo se obtiene la ecuacién de la recta tangente a una circunferencia en un

punto utilizando el recurso de la derivada (objeto de estudiio en la asignatura Anélisis

Matemético).

3
o

Resuelve los problemas 1, 5,7, 8, 9y 11 (pagina 254).

Para el problema 11: 4 :

i) Considera que el radio de la circunferencia puede ser determinado calculando la
distancia de la recta tangente al centro.

ii) Encuentra grafica y analiticamente las coordenadas del punto de interseccién entre
la recta tangente y la perpendicular a la misma que contiene al centro de la
circunferencia. ¢ A qué punto corresponden dichas cocrdenadas?

Halla la ‘ecuacién de la recta tangente a la circunferencia de ecuacitn

X2 +y? +2x +3y-13=0 (*)ite]!_:nﬁp!rpunto %,51,2).
e ; ‘

Te ayudamos: N i

i) Verifica que el punto de coordenadas (1,2) satisface la ecuacién (*).

ii) Determina el centtro de la circunferencia (completando cuadrados).

iii) Halla la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,2) y es perpendicular al

vector con origen en A y extremo en €l centro de la cifeunferencia.

iv) Compara la ecuacion con la que se obtiene en el texto utilizando la derivada y :

reflexiona sobre los pasos seguidos.

Actividad 3:
Lee los ejemplos 1, 2 y 4 del Apéndice 1 (pagina 768).

Resuelve los problemas 15y 17.

Actividad 4:

Verifica que no existen puntos del plano cuyas coordenz?,das satisfacen 1a ecuacién
X* +y? -2x -4y +6=0. :
En ese caso escribimos:

{0 y) € B2 /X7 +y? ~2x~4y .6 =0}= ¢
Ecuaciones paramétricas de una circunferencia
5

. af
X =h+r.cost

Observa la figura siguiente y explica por qué { y =k +r.sent

i.




-Fotocopiadora de los estudiantes de la FCEIA - Material de la Catedra
fi

b

GUIA DE ESTUDIO N° &:

"CONICAS” .

"ECUACION GENERAL DE SEGUNDO ERADO EN DOS VARIABLES”

Esta guia tiene la intencién de ayudarte en el aprendizaje de los contenidos desarrollados
en el texto “Célculo con Geometria Analitica” (autores: M. Protter y C. Morrey). Tales
contenidos corresponden @ las Unidades 7 y 8 del Programa Analitico de la Asignatura.

4

UNIDAD 7 ‘“Cénicas: Estudio de las Formas Reducidas”

7.1, Lugar geométrico. Ecuacion del lugar geométrico.

7.2. Circunferencia. Su ecuacién. Propiedades. Condicidn para que una ecuacion general
de segundo grado ern dos variables sea una circunferencia. Intersecciones con una
recta y con otra circuiferencia. -

7.3. Elipse. Definicion. Ecuacion y propiedades.

7.4. Hipérbola, Definicion. Ecuacion y propiedades.

7.5. Parabola. Definicion. Ecuacién y propiedades.

UNIDAD 8 “Ecuacién General de Segundo Grado en dos Variables”

8.1. Los cambios de sistemas de referencia. Traslacién y rotacién. Rototraslacion.

8.2. Estudio de la ecuacion de segundo grado en dos variables. Discusidn y reduccion de
conicas con y sin centro. Conicas propiamente dichas y degeneradas.

[CIRCUNFERENCIA

En la bibliografia de referencia se define:

La circunferencia como el conjunto de todos los puntos del plano de coordenadas (x.y)
que estan a una distancia r de un punto fijo de coordenadas (h, k).

< Actividad 1:

‘Para hallar la ecuacién d‘éﬂ lugar geométrico te proponemos que obsérves 1a siguiente
grafica y respondas a las preguntas.

/|

(x.y)

P

<

Ql X
i
§

a) ¢Cudles son las componentes del vector con origen en (h, k) y extremo en (x,y)?
b) ¢Cuél es el méduio de dicho vector?
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Encontrards en primera instancia las ecuaciones que relacionan las coordenadas de
un punto P en un sistema Xy con las coordenadas del mismo punto P en otro

sistema x'y", que se obtiene del anterior rotando los ejes X e y en un angulo 6.

= ContinGa con la lectura del ejempio 1. B
{No es necesario que verifiques los resulfados de las operaciones que se indican).

Recuerda:

El angulo & de rotacién esta comprendido entre O y g , ¥ se determina a partir de la

relaciéon cot20 = A—;ﬁ .

s Actividad 13:
= Lee atentamente el ejemplo 2.
Observaciones:

a) Aparecen alli relaciones trigonométricas entre el seno y el coseno de un angulo y
el coseno de su doble, ellas se obtienen a partir de 1as identidades:

1=cos? 6+sen?0 (i) (relacién Pitagérica)
c0s26 =cos’ @-sen®d (i) (coseno del angulo doble)

- Reslando miembro a miembro (i) y (i) resulta;

1-c0s28 = 2.send

de donde: sen6=:t]fhc—gﬁ

y como @ es un angulo del ﬁﬁMer cuadrante se tiene que:

T ,’fl—cgsze

- ‘Sumando miembro a miembro (i) y (i) resulta:

14+ 0520 =2.cos” 0

de dontle: c0sd = i]fliig——-m

y como 8 es un angulo del primer cuadrante se tiene que:
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L}

1+ cos 260
2

cosd =

b) Si observas la siguiente grafica comprenderas |por qué cot2f = -—-% implica qué

3
cos20 =——.
- A
1Y
o]
' |
: :
| 26
\ r N
-3 0 I X

= Lee ahora el ejemplo 3 y realiza una gréfica que permita explicar que:

& Actividad 13:

s Realiza una lectura cuidadosa del Teorema 3. '

Su aplicacién te permitira reconocer a priori }e‘l tipo de lugar geométrico

que representa la ecuacién Ax” +B.X.y +Cy?+Dx+Ey+F=0.
1

Recuerda: i

| Es muy importante verificar la concordancia en el reconocimiento a priori y el
resultado que se obtiene al reducir la ecuacion general.

= Resuelvelos problemas 1,3,5,7,9,11,13,17y 27l (pégina 286).
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820 CALCULO CON GEOMETRIA ANALITICA

Capitulo §

Seccion §-1 (pdg. 243-244)

.5 L8a 5. 13713 7.2 9.2
1. /61761 13. Qow.m 5. w_w. 1 17. (.0, (=30
19. (64, —44), (4, —4) A x-Zy+1£35=0 23 (.1

B.x-3y+6=0: Ix+y=0

Seccion 8-2 (pag. 246-247)

L2x+3y4+k=0

7. (xja) + p/(10 —a) = 1
—u.m:n-_.-._-.-.uﬂo ol
15. (17 + /85)x + (25 & /&S)r — 6 + 12,/65 = 0
. x+1Ty+k=0

19. 2x 4+ 3y =4

Ly=mx+35

S5 r+3=mx-2
9. 3x+5r-10=0

fLdx -y +5=0

Seccion §-3 (pdg. 250-251)

Lotan ¢ =44 Jtan g =1y S tang = -4
9. tan <CAB = 8; tan <ABC = %: tan <BCA =2

Il tan <CAB = I: tan <ABC =2, tan <BCA =1

i5. 3x 44y -5=0;x= —|

B+ T+ 1)y 4+ 3i+1l=0;

B+ (T- 1)+ 3/i-1=0
19. —6;no 2L

7. tan ¢ = Im

B Nu‘aulqaua".?+..._.no
uu.uk._.....loﬂulm.wuc 2. x-Ty+5=0
B x=0(+ /W0y + 10+ 3/0=0 3y=3x4b; p==lx+b
Seccidgn §—4 (pdy. 254-253) Oz.r.s_n
L+ 46x-8=0 x4y —dx—6r+9 =0
u.v..u._....ul.wulm.—..vaano q..a..+‘_...loklu.e+e.uo
9. X 4yl —dx—2 —S=0 L+ p? —dx 26p—3=0

3. x4y 4 12x ~ 129 + 36 =0
15. de__:w.aaua”ou:"aalu.»v radio 5 17. Punlo (2. — 1)
12 Circunlerencia; centro (~3,3) radio 3 21, Circunferencia; centro ( - i - .adiod/3
B.2x4yp-5=0 35.9x — 8y — 26 =0

. x+2+4=0 29.5x+ 8y -3 =0

. 3x4+ Sy —13m0,5x 343520

33. No hay rectas tangentes porque P(3,0) es interior a lu circunferencia

Seccion §-5 (pdg. 261-262) 12w b

I Foco: (2,0): directriz. x = -2 3. Foco: (~3,0): directriz, x = 3
5. ¥ = —I6x

15 = —8y 9. 29 =9y
L1, Veértice:Al, 2); foco: (1, 2%0: directriz: r=13 ce: x = |
13. Vertice: -m_. ._mwr foco: _m. ); directriz: y= mn cje: x nm
3. Vertice: . ~): foco: (3, — ) dicectriz: y = —1: cie: x =3
17. p= 12 - 36 19. x* =32 — 8y
2 4% +dxp + ¢ 5 4x 4 2+ 16=0
5.02+6/(x-y-5=0

27.3x-2v+3 =0
B 3x-U-4=0

JIL8x—-y+9=0
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RESPUESTAS 82|
Seccion §-6 (pig. 267-263) ¥~£"- -
a b c € focos vErlices |
i 5 4 3 : (£3.0) (3.0 {
3. 4 3 V1 JiIh (2770 (44, 0)
5, Vi) J2 1 1/ (0. £1) 0. +./3)
T i NA J3 5 0.£/3) (023
9. iz "3 - ok 13 (2 /11/6.0) (JT172. 0)
Ll 95 4 25¢% = 225 13, 100x? + 36 = 3600 15. 25x 4+ 9y° = 225
17. 75 + 15p% = 247 19. x* 4+ 2" = 138 211657 + 77 = 68§
23 3x7 4+ dy? — 36x =0 25. 9x* + 517 = 180
27, 16x* + 7p% — 16y = 176, ¢je mayor: x = 0: eje menor: y = §
0 x4+3p=1 I Bx+ 5y +27=0
35. mix. = 152550; min ~ 147.450
Seccion 8-7 (pg. 273-274) "spsris -
a b ¢ € focos vértices
1. 3 4 5 5/3 (£5.00 (+3.0)
3 5 12 13 13/5 (. ,wr_u_ *(0. + 5)
5. JI v -~ B BB (£/50 (£J3.0
7 N JE N 7 Vi (£J7.0) (+J/2.0)
9. I3 Wz ,Vﬁua V2 (2RO (+01/3.0

H. 24x — 25:2 = 600

17. ' = x*=5

23. 252(x — 6)° — 4! = 63
25. Tangente: 5x + 6y + 16 = 0; recta normal: 12x — |0y + 75 =0
27. Las tangentes son x — y — 2 = 0, 3y + Sp4+2=0

29, ﬂ.ﬂu - @o—.u = Ou

13.9x2 = 79" 4+ 343 =0

15, dx* = 7 = 32
19. 4y —5x* = 19

15 = p2 = 15

Scecion $-8 (pay. 278-279) v Tn_ﬁ..,

L7 =0 (L3 (=3 =3) (-2 —6) LW =7 =02¢ -5¢ =0

5. Elipse; centro (- 1. 2); vértices (— 1,2 + 5); focos(—1.2 4+ 3);e = .WHE_.S:RG y=2 H.uuw

7. Hipérbola: centro (~1.2); vértices (= 1,2 + 3); focos (— 1.2 + J13); ¢ = J13/3; direc
trices y = 2 + 9/,/13: asintotas (y - 2) = +3(x + 1)

9. Elipse; centro (~1.2): vértices (—1 + 3,2): focos (~1 + 5.2 e = J573; directrices
x=—1 % (9//5)

1. Elipse; nnnna,._\_wu.lcp vértices (1, | + 3): focos (I, —1 + (J3/2): € = J33; direcirices
ry=—10/2/5) !

13. Elipse: centro (2, — 1); vértices (2 2l -l)e=7 focos(2 £ I, —1): n_..ao_lnnml.mn 244

15. Hiperbola; centro (- 1, —2); vértices (—1 + 2, —2)- e = J10/2; focos (=1 + (/T0/2), —2):
directrices x = —1 % (2/5),/T0; asintotas: (y + Y= +.J6/2x + 1)

I7. Dos rectas que se coctan: y — 2 = Y Nx + 1)

19. 16x* + 79 — 6dx — 4y — 4] = 0
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