CAPITULO 10 — EL PLANC COMPLEJO. ,
FORMA TRIGONOMETRICA ¥
POLAR DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

En este capitulo se verd como se pueden representar geométricamente los nameros
complejos, asi como también ofras formas de presentarlos que entre otras cosas nos

serviran para calcular raices de indice mayor que dos.

EL PLANO COMPLEJO

Otra forma de presentar los niimeros complejos‘

Los nimeros complejos pueden ser definidos como el conjunto de pares ordenados
(a,b) de niimeros reales donde « es la parte o componente real y b es la parte o

componente imaginaria. Con ellos se definen:

a=

o Ignaldad: (a,b):(c,d)‘@{b:d

o Suma: (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
» Producto: (a,b)x(c,d)=(ac—bd,ad + bc)

Seglin esta definicion se establece una correspondencia biunivoca entre los pares
, . . . *
(a,O) y los niimeros reales a. Entonces R se identifica con un subconjunto C de C'y

esta correspondencia se establece también, entre sumas en R y sumas en C’ y entre

productos en R y productos en o

(a,0)+ (c,O) = (a + c,()) (a,(})x {c,0)= (ac,O)
A v

La unidad imaginaria se define por: i= (O,I), que verifica

i* =(0,1)(0,1)=(~1,0)=-1.
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Por otra parte: (5,0yx(0,1) = (0,b) = bi
(a,5)=(a,0)+(0,5)

(a,b)=a+bi .

Esta Gltima igualdad muestra la equivalencia entre las dos formas de expresioén de un

niimero complejo, como par oerdenado: (q,b) v en forma binémica: a-+ bi.

% OBSERVACION:

Todavia no hemos definido ninguna relacion de la forma z <w con z,weC, ya

que es imposible dar una relacion de orden para los nGmeros complejos a
diferencia de los ntimeros reales como lo hicimos en el capitulo 6.

Para justificar esto, supongamos que fuese posible definir una relacién “<” como
lo hicimos con los niimeros reales. Como i# 0, entonces i <0 & 0<i.
Supongamos que 0 < i, entonces 0-7<i-i, es decir 0<i®=~1 lo cual es un
absurdo. Andlogamente, si suponemos i <0.

Por lo tanto, el cuerpo de los niimeros complejos C no puede ser ordenado.

Representacion geoméirica de los niimeros complejos

Sabemos que fijado un sistema de ejes cartesianos ortogonales en el plano, se
establece naturalmente una correspondencia biunivoca entre puntos del plano y
pares ordenados de nlimeros reales.

Esta correspondencia es adecuada para representar los nimeros complejos,
atendiendo a que cada z=a+bi es un par ordenado de nameros reales. Entonces

cada z se corresponde con un punto P del plano v reciprocamente

Pe>rz=a+bi

P recibe el nombre de afijo de z.
En virtud de esta correspondencia biunivoca entre puntos y nimeros complejos se

identifica C con el plano que por este motivo se llama plano conplejo.
En este plano:

¢ El eje de abscisas se llama eje real (Re( z)) v en €l se presentan todos los

nameros reales, es decir los complejos z = a + 0i = (a,0)
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El eje de ordenadas se llama eje imaginario (Im(z)) y sus puntos representan los
mimeros imaginarios puros z=0+hi=(0,5). Ademds a cada complejo z le

cotresponde un vector 0P de origen 0 y extremo el afijo P de z, de modo que:

z=a+hic> P> 0P.

Ejemplo:

Im(z)

b

Pa,b)
i B z=a+bz‘
|
¢ 7 a Re(z)
P3 ('—3:1)
zy =2+ 21

| =

& EIERCICIOS:

1-

2~

Represente los afijos y vectores correspondientes a los complejos:

(1,3); —2—4i; i - i

Indique a que cuadrante pertenece cada uno de los siguientes complejos:
2, =3-2; z,=-203-5"+i; z,=(1-20.(~/5)

Para z, =4—i; z,=2+3i represente graficamente:

a) z, +z, c) z,

b) —z, d) z, -z,

Represente los siguientes conjuntos del plano complejo

a) 4 = {z/|Re (z) < 2;|m (z) < 3}

b) B=1{z/1<Re(z)<4; Imz =2}

3
¢} Determine si z, = J2 ——-Zi cAdysiz,= (Z - 2i] e B . Justifique.
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Moédulo y argumento de un nizmero complejo

Se llama mdédule del complejo z=a+bi al nimero real no negativo, igual a la

longitud del vector 0P asociado a z.

Para indicar médulo de z se usars [2’ o bien se empleard la letra griega p .

z=@a-+bi

A
0 a

De la observacidn del tridngulo OPA es sencillo comprobar, utilizando el teorema de

Pitagoras, que: |z = Jat + 8

Ejemplo:

Si z=2+5i entonces §z| =-/29

2 EJERCICIO:

5- a)Dado z=a+bi represente: z; —z; z; —z; y verifique: |2/ =|~ Z| z’%l =§~§!

b) Pruebe: g‘z_\z =zz

Se llama argumento del nimero complejo z al angulo « que forma la direccién

positiva del eje Re(z) con el vector asociado a z.

Im (z)
P,zma+h
p
/] o i
e
(n
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% OBSERVACIONES:

¢ El argumento de un complejo z = 0 no estd unfvocamente determinado, ya que
puede variar en un miltiplo de 2% radianes.

¢ El complejo nulo z =0 no posee argumento.

Sia y a sondos argumentos de z, entonces ¢ —q’ = 27k ; ke £y

a'=a+2rk ; keZ

En lo que sigue se adoptard, salvo mencion en contrario, el llamado argumento

principal de z que se define como el angulo « tal que 0 < a < 27 .

a=argz <> 0<a<2r

. b . .
Larazon iga= = (siempre que a #0), permite calcular o
a

Sia=0y b>0,entonces o=

SR

Si a=0y b<0,entonces amgﬁ

En el tridngulo de la figura (1) se puede notar que:

a= p.cos o - b=psen a  yporlo tanto

z=p(cosa +isen o)

Esta expresion recibe ¢l nombre de forma trigonométrica del complejo z.

Ejemplos:
Para escribir la forma trigonométrica de

1) 2=-2+2i calculamos p =4 +4 =2./2 Y suargumento ¢ por la relacion
-2
g o = 2 =-1 de modo que & = 135°,

Asf: z=2+/2 (cos 135° + i sen 135°)
2) z=-2i, como su médulo eg 2 Y suargumento es o = 270° resulta
z=2 {cos 270° + j sen 270°)
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Para el complejo z=a+bi=p(cos a+ i sen o), se puede adoptar también otfra

expresion llamada forma polar de z que se indica:

z=p,

p vy o sellaman las coordenadas polares de z.

Ejemplos:
a) La forma polar de z= 242 es z=225s

b) ‘La forma polar de z=~3 €s z= 3,

Hemos visto como determinar la forma polar de z cuando ¢ste esta expresado en
forma binomica. Interesa el caso reciproco, esto €s, hallar la forma bindémica de z
cuando éste esta expresado en forma polar.

Por ejemplo si z=2, dado que p= 2y argz= Z : se tiene

4

5 ~
a=2cos G- 21-‘«2—7; b=2sen L 23[3-; luego z =2 /20
4 2 4 2

En el cuadro siguiente se muestran las formas de pasaje de una a otra forma.

z=a+bi z=p,
p= Jat +b* a=pcos a
) b=p senc
g o =— a#0
a nz=p (cos @ Tisen a)
LI,

< EIERCICIOS:
6- Escriba en forma polar los complejos z:
1+ 5; ~2; —i

®
6 2

2
7. Escriba en forma binémica los complejos 3,5 1 ; (2”)

8- Represente los conjuntos del plano complejo:

A=lzn<l4 <2}
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Bc{z/argz:45°}
C2{2/1$!Z%<2;05arg25-§}

9- Represente:
z) = 3(005 45°+i sen45°)
2, =3(cos405°+ i sen405 °)

£¢0mo son los afijos de 21y Z,7

Igualdad de complejos expresados en Sorma polar

Dados z, = Pig ¥ 2, = P, se define:

=0

Z) =2, >
L {alzaz—emzkz,kaz

Producto y cociente de complejos en forma polar

Dados z, = Pio, ¥ 2= p,, se define:

1) ZyZy = P12 (o+ay) 2) ZL = (ph]
%2 pg 2y ity
Ejemplo:
Sean z =2y z, =5, , entonces:
2 4
a) z.z, =10, b 2 :(2]
i z, 5 )x

Potencia entera de un nimero complejo

Dado Z2=p, v ne Zsepuede demostrar que

n__ .n
Z—pna

Esta expresion de la potencia se conoce con el nombre de férmula de De Moivre

(matemético inglés 1667-1 754)
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Ejemplo:

. - 9__ -
Si zmlﬁ entonces, 2 “""19? —13”
6 6 2

< EIERCICIO:

10- Para z, =1+i; 2, = J34is z2,=2,; 2= 2ee> calcule en forma polar:

i3
4

a) (2,.2,)% b) ‘? 0 zi 4 2
) |

Raices enésimas de un niimero complejo

Dado un complejo z=a+bi , 6 llama raiz de indice n (enésima) a toda solucioén

de Ia ecuacién x" =a+bi . Se indica x= tlg+bi.

Expresado z en su forma polar z=p, €S posible obtener las soluciones de manera
simple.
Antes de dar una expresion general, veamos un ejemplo:

e

Dado z =8 , queremos 'hallar x =38 -

Suponemos: X =}y , €NONCes debe verificar: 755 = 8¢

—3/q
e y =8 =i y=2
Pero: 73 =8 @130 _ oo p360° |0 = O T EI00 1 9=20° +k.120°

3

Entonces:
l x =2y donde keZ

Se podria pensar que para cada valor de k hay una solucion distinta. Sin embargo, se
puede observar que variando k en los enteros se obtienen tres argumentos distintos
entre 0° y 360°, siendo los restantes congruentes con ellos. De modo que es

suficiente tomar tres valores sucesivos para k (resulta conveniente tomar para k los

valores 0; 1y 2) para obtener las tres soluciones distintas de x° =8
k=0 Xy = 2900

k=1 ——— X =2y

p=2 ——> %, = 25
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=3 ————— B oy, = =
k=73 Xy 7 Zagee =X

=4 ——ep x =2 =,
k=5 —————b x =2, =%,

L B e e [V
k=-1 Xy =2 100 T Xy
Podriamos seguir asignando valores a &, pero siempre obtendremos complejos x de

médulo 2 y argumentos congruentes con @ =20° o con & =140° o con & = 260°

% OBSERVACION:

La representacion de los afijos de x,, X; v X,, muesira que son los vértices de

un tridgngulo equilétero inscripto en una circunferencia con centro en el origen y

radio 2.

/ 2

Todo lo expuesto para el ejemplo proporciona los lineamientos para probar el
siguiente teorema, que generatiza el resultado, y cuya demostracion se deja como

gjercicio.

Todo complejo z =z _ tiene exactamente # raices enésimas dadas por la formula:

AAAAAAA

Bz =20]z, 2z
e e

% OBSERVACION:

7| y sus argumentos difieren

Todas las raices enésimas tienen igual mddulo: f{/

2 . . p o
en — radianes, por lo tanto, los afijos de estas raices son los vértices de un
n

, . . . . . f
poligono regular de n lados inscripto en una circunferencia de radio ﬂ\jiz’\ .
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A continuacion se vera otro ejemplo:

Calcule las raices cuartas de la unidad.
Se trata de hallar 4\!{ 1 -
I.a aplicacién de (*) da:

4/1'512,,}{ =1, k=0,1,2,3 i
i

entonces para: -

k=0 ———— x, =1

AN
Z

k=1 —® x, =1 =i
2

k=2 ——— x, =1_=-1

k=3 ———» x, =1, =—i

=
2

& EJERCICIOS:

11- Calcule:
2 i @) 64
by 3/27 e) +/~9
) 4-16 f) 3f1+i

12- Resuelve las ecuaciones:

a) x* +{J§-11)20
2 2

b ¥ -Q2+D)x+A+i)=0
¢) x* +x(4+3D)+(1+5)=0
13~ Calcule las raices ctbicas de 1. Sean éstas: x, =1, X; y X,. Pruebe que x, y

X, son conjugadas y verifican, la ecuacion x* +x-+1=0
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#* AUTOEVALUACION N°10

1. Calcule z7para z=1-i
2. Represente graficamente los siguientes nimeros complejos

b) z, =2.(1+H+3.2~10)
) z, =64"
3. Sabiendo que una de las raices quintas de un nimero ze Ces 1— /31, halle las
restantes raices quintas. {Cuél es z 7
Resuelva la ecuacion z° +32i=0
Sea z =(1+~/3i)" con n eN. Encuentre # €N tal que z e R,

(Puede un nimero complejo no real tener alguna rafz enésima real? Justifique.

e s

Pruebe que el producto, el cociente y potencia entera de raices enésimas de la
unidad son también raices enésimas de Ia unidad.

8. a) Represente graficamente los siguientes conjuntos:

A={zeC/2<Re(z)] <5, -4 < Tm(z) <3}

B={zeC/Re(z) <2; ~4<Im(z) < 3}

C’w{zeC/ZSz%S,OSarngZ}

D m{z eC:Im(z)<2, Ez‘ >1, Z Sarg(z) < 75}

Dé en cada uno de los casos un elemento que perienezca y uno que no

pertenezca al conjunto indicado.

__‘2
b) [’Z:Qf I) e A,y zeB?
+1
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