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Algebra de
momentos
angulares

Contenido: Definicién de momento angular. Deduccion de las matrices de Pauli. Acople de dos
momentos angulares. Coeficientes de Clebsch-Gordan. Ejemplo de acoples. Acople de tres y cuatro
momentos angulares. Cambio de acoples y simbolo de Wigner 6jy 9j. Ejemplo de acople de cuatro
momentos angulares.

Lectura recomendada: Capitulo 1 del libro From Nucleons to Nucleus. Concepts of
Microscopic Nuclear Theory. J. Suhonen. Springer. 2007.
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Aplicaciones

- Momento angular total de una particula con
spin: acople Is

- Momento angular de dos particulas: acople jj o
LS

- Momento angular de isospin: acople de dos
nhucleones



Particula con espin: Funcion de onda
no acoplada

Funcion de onda de una particula

¢nlj(r) Ylml<6,¢) Xsm,

s: momento intrinseco de espin  I: momento angular orbital

1 v s desacoplados

Wnljm(rﬁs):¢nlj(r)XsmsYlm,(9’¢)




Clebsch-Gordan

lys acoplados ! \
l:Unljm(r’S):¢nlj(r)[XsYl(93¢)]jm |

Coeficientes de Clebsch-Gordan

[XSYI(93¢>]jm: Z <Smslml|jm>XsmsYlm,<93¢)



Funcion de onda de dos particulas

Contexto: Sistema Many-Body Finito

Funcion de onda de dos particulas en acople sl
(ver aplicaciones al final)

(12|l lySL, JM) = ¢o(r1) dp(r2) [[Xsl(l)XSQ(z)]SDfla(fl)}/lb(fz)]L]JM

Funcion de onda de dos particulas en acople jj
(ver aplicaciones al final)

(Z1Z2|jags, JM) = ¢a(r1) Pp(T2) [[XS1(1) Yi, (1)l [XSZ(Q)YLE’({Fﬁ]jb]JM



Definicion de momento
angular



Definicion

Relaciones de conmutacion
Ji, D] = JiJy— JoJi = ihJs
J:(J1,J2:J3) 'J2, Jg- _ Zth Verificar que

tiene
7’—_ - =
= _J3a ']1_

unidades de

@th Impulso

angular

Coeficientes de Levi-Civita

€123= €331 =€z, =1
i, J;] = th €ijkJk £ o= E s e ——
k €151 = €112=€51p=...=0
Ejemplo

3
[Jl,JZ]:ihkglelszk [J,, J,]=iAd,




Autovectores

Operadores

J=(J,,J,,J,)

12=J§+J§+J§

Autovalores de

TPl jm)=7"j(j+1)[|jm)

j: entero o semi-entero

Autovectores

[ jm)

Autovalores de

J|ljm)=fml| jm)

m=-j, -j+1,..., -1, ]




Base

J=(J,, J,, J,) Ortonormalidad
Autovectores (jmljm)=6_6 .
[ jm) .
Completitud

[=Efjm){jm

Coeficientes < [m I| f >

Base

[FY—IIf)=1IIf)

Hf):l%wml)<lm1‘f>:l%f1mwm1)



Armonicos esféricos



Ejemplo: Momento angular orbital

Representacion abstracta

Autovalores
l: IX)l )IZ
(Lo 1y 1,) 1=0,1,2, -
m=—1,—1+1,---,0, --,1
Autovectores
Ortonormalidad
1221i+li+li (ImlIlm)=¢66_
Plllm, )=/ 1(1+1)||1m,) Completitud

L|[2m, )= Fim [T, } I= Z ZH ) (Im]|

m=-11=



Armonicos esféricos

Representacion coordenadas

Armonicos esféricos (AE) Base para el espacio angular
Ylm( ) <6¢|lm>—’||lm) (06160 = (6 9) 5(p— ¢)
~[|6¢)

I:fgsin(?dHff)”dqﬁHQd))(9(/)“

Ylm ( ) < [ m| 0 ¢ > Ejemplo: sgte. transparencia

Py, (0,¢)=#1(1+1)Y, (0,9¢)

lelm(9’¢):hlelm(93¢)



Ortogonalidad de los armonicos
esfericos

A partir de la ortogonalidad ... Y, (6, ) (Iml@¢)

5§, .6 ={mlllm)={ImlIllm)

I=[gsinf0d0 [;"d¢|[6¢) (04|
=[rsin0d0[;"d¢{Iml0¢d){(0¢ll m)

:IgSIH9d9f3Hd¢Ylm(9¢) ( ¢) 11 mm



Expansion en armonicos esféricos

Representacion coordenadas

[Im;) — <9¢|lml>:Ylml(9’ ¢)

Expansion

Notar que los

If] ZH ) (Imj|f )= Lim [Im,

los mismos

fin=(Imif)
e<9¢\f>:2flm<9¢\ =L inYin(0,9)  Erpesaoscom

[m, [m, los coeficientes de
Fourier

::f(Q,d)):l; fszzm,(H,(P)



Operadores de
crecimiento



Operador de crecimiento

J=(J,,J,,J5) . Raising and lowering operators |
J,=J +il,
([jm)) |
J_ —_ Jl - IJQ
Relacion de conmutacion [Ty, T]=iT,
|/, J_] =2hJ; Veamos... [J ,J_|=[Ji+i/,J,—1J,] =

= [J}.J\] = ilJ}, Ll + iy, ] = i[5, )] =
=0 — i(ihJy) + i(—ihJy) — 0 =
= — 2i*hJ; = 2hJ,



Operador de crecimiento

J=(J,,J>,J5) Raising and lowering operators
(jm)) |
J_ = Jl - EJZ
Relacion de conmutacion
. 21 — Asignado
[j+5]_] = Zﬁj“; [J+!'J ] _ U como TP
P,
- J_,J1=0
- Como ejemplo de aplicacion, vamos a usar
[J -9 J 3] = hJ —_ estas identidades en la siguiente transparencia



Uso de los operadores de crecimiento

J=.J,1) J* | jm) = A% + 1) | jm)

Generacion del autovector (j,m+1):

Veamos... consideremos el vector J, | jm) y veamos que es autovector
de J°y J.
J U, jm)) = 0% + DU, | jm)) < [, J? =0

L, 1jm)) = h(m + 1), | jm)) - [, J) = —hl,



Propiedades de y

J=.J,1) J*|jm)y = h%j(j + 1) | jm)

Generacion del autovector (j,m+1):
Condon-Shortley phase convention assumed (ver mas adelante)

- J jm)y = A j(+ 1) —m(m+ 1) | jm + 1) |

J_|jmy = ajG+ D = m(m = 1) |jm— 1)



Aplicacion de los

operadores J, :
Matrices de Pauli



Deduccion de las matrices de Pauli

Espin
0 1

G — S: S 35 :Sz
1 0) (5,85

i

o 0 i S_EG

Y \i 0
o @ ) Autovectores

o —1 S*||sm,)=#s(s+1)||sm,)

S |lsm )=#m_||/sm,)




Calculo de la realizacion de S

S :Zl o S =<SX,Sy,SZ) Matrices de Pauli
2 : 3,
( ) S ||Sms)_zh ||Sms)
0= Gx:Gy,Gz
Podemos omitir el primer SZ| |S M )= hms | | >y )
factor Y2 en todos bracket
(1 1 11 11 | 1y ) <5ms|51m;>:5ss'5msm's
[ @Sy Galsdn-p
ro 1 | 1 1 1 Ly g 1 1
(2l =l =),
S, =S, +1i§, o _SetS
S_.=S —iS, )

S.|s,mg) = hy/s(s + 1) —m(m; £ 1) | s,m; £ 1)



Calculo de la realizacion de S

gt _ $=(s,.S,,S,) o=(0,,0,,0,)
2
(1 1 1 1 1 1 1 1y )
G {5 §|-5,l|g g) (E=E|5x|5 —g} h
= = —(T
X 1 1 11 1 1 | 1 X
l\(? _?|Sr|7 7} {51_7|STIE _7} 2
) A Lz Lz e ) ‘J
— >+ + 5 Sils,m) = ﬁ\/ﬁ{s +1)—m(m £1)|s,m £1)
_1 2 — i a ! i
11> ‘I |> ‘I 1>
S, |[==)=0 S |[—=Y=n|=— —=
2’3 22 272
1 1> l 1> l |>
S |l=.—=Y=h|-— § |—.——Y=0
2’ 2 2’3 2’ 2




Expresiones de las Matrices S, ,S

I s=(s,,S,,S,) o=(0,,0,,0,)
2

S=—o0




Calculo de la realizacion de S

Szgcf s=(s,,S,,S,) o=(0,,0,,0,)

0 h 0 0
S+=(0 0) S+=(ﬁ 0)

0 1)
1 0




Matriz SZ

s:g’a 5=(5,.5,.S,) 0=(0,,0,.0,)
(1 1 1 1 I 1, ] [y )
: = | 1 1 [ 1 | P 1
V7
= 0
s,=|? _ 2o g=L O
o =~ < 0 —1
D




Matriz S}_,

h
S=-0 s=(s,.s,.S,) 0=(0,,0,,0,)
( )
| @8Iz E3lsln-D)
y = 1
___5__ ___5___
(3218, 14.0) (5= 215,14, - 1)
S, =8.+iS, g _ S5
S S —.!S ’ 2
Sels,m) = hy/s(s+ 1) —m(m £ 1)[s,m £ 1)
A
«__. 0 Z|_z o [0 —i
= 2% i 0
2




Bibliografia: Angular Momentum.
D.M. Brink and G.R. Satchler.
Oxford Science Publication

Sobre Simetrias,
Leyes de Conservacion
y Momento Angular



Sobre Simetrias



Transformacion de Simetria (TS):

Una TS de un sistema dinamico es una transformacion
gue aplicada a cualquier estado de movimiento del
sistema lo lleva a otro estado de movimiento.

- Ejemplo: Consideremos la solucién de un problema clasico que
involucra la posicion de dos particulas como funcion del tiempo. Si las
particulas son intrinsicamente idénticas, entonce el intercambio de ellas
da otra solucién del problema. Luego, la operacion de intercambiarlas es
una TS.

- En cuantica, una TS es dada por un operador lineal que, actuando
sobre una funcién de onda, da otra funcion de onda que satisface el
mismo Hamiltoniano que aquella.

- Una TS preserva la ortoganidad y normalizacién de la funcion de onda,
luego el operador que la describe es unitario.

- El operador que describe la TS conmuta con el Hamiltoniano

LAy
?ﬁaE —HEJ!'I}

_ dUy

A = HIT

g ¥
iﬁ% — U-1HUv = Hy

= UH=HU= |[H,U|=0



Grupo:
Un grupo abstracto es definido como el conjunto de
elementos a, b, ... con una ley de multiplicacion que

satisface: : : . :
- Ejemplo: Conjunto de todas las matrices cuadradas no singulares de
orden n con la regla de multiplicacion de matrices, y se lo denomina

- da ( bc ) — ( ab) C grupo lineal completo de orden n.

- Existe 1 tal que a 1=1a=a - El conjunto de las matrices unitarias A~'=A*"de orden n se denomina
grupo unitario de orden n. Donde A™’ es la matriz adjunta.

. -1 “I—glg=1 o
- Existe a talque aa =a a= - El grupo unitario es un sub grupo del grupo completo.

Grupo de Simetria (GS):
- La aplicaciéon de dos TS sucesivas produce una nueva
TS.

- Se puede mostrar que el conjunto de todas las TS con
la ley de item anterior forma un grupo, denominado
grupo de simetria del sistema.

- Para un sistema cuantico las TS son representadas por operadores
unitarios, y la aplicacién sucesiva de dos transformaciones Ay B es
representada por el operador BA.

- Dado que cada TS conmuta con H, implica que el conjuto de la TS de
un sistema cuantico esté contenido en el conjunto de todos los
operadores unitarios que conmutan con el operador Hamiltonian H del
sistema.




Grupo de Simetria (GS): (Cont.)
El conjunto de todas las TS forma un grupo denominado
grupo de simetria.

Simetrias Geométricas (SG):
Un sub-grupo importante de TS tienen un origen
geomeétrico.

Ejemplo:
El espacio de la fisica clasica es descrito por una geometria Euclideana,
esto es, todos los puntos y todas las direcciones son equivalentes.

Luego, las operaciones de traslacion y rotacion aplicadas a un sistema
fisico en un espacio Euclideano pertencen al GS del sistema.

También podemos decir que las simetrias fisicas determinan la
geometria del espacio.

Ejemplo:
La transformacion de Lorentz y reflexion espacial son otros ejemplos




Transformaciones activas (TA) o pasivas (TP):

(a) En la TA, la operacion de simetria transforma el
estado del sistema en otro.

(b) En la TP, se interpreta la operacion de simetria como
una transformacion de coordenadas.

Ejemplo:
Rotacion de un sistema cuantico de una particula alrededor del eje z en
un angulo @
y y y' |
P.l' .F'
» /
/8 P 4 P PAL ¢ VE
Ly qaTely
'/ ACTIVE
sy ;#Jf TRAV T,
/4 THecsr
Ty
() (b)

’tﬁ) = ‘f,b’ = Doy-f)
' (r,0,¢ + a) = Y(r,0,d)

’qﬁ"{’-‘", E"li ¢') S Tp{?"i 6'._, ‘35 = "-T)



Sobre Leyes de
Conservacion



Leyes de conservacion: caso CLASICO

Existe una relacion entre las simetrias geométricas de
un sistema fisico y las leyes de conservacion, por
ejemplo del momento o del momento angular.

Ejemplo:

Consideremos la transformacién canénica generada por L., la
componente z del momento angular de una particula clasica.

Recordemos:
Si F es una funcion de g y p de un sistema dinamico y alfa es pequeiio,
la transformacion candnica infinitesimal
¥
P; = pi -I-EI{P:':F}
I
q; = q; + a{q;, F}
conserva las ecuaciones de Hamilton en la nuevas coordenadas
primadas.

Si G es una funcion de las coordenadas y momentos, entonces la
misma funcion en las nuevas coordenadas viene dada por

G(pi,q;) = G(pi, @) + oG, F}

Ejemplo:
Aplicando la transformacion L,optenemos:

El cambio de una funciéon F viene dado de su corchete de
Poisson con el Hamiltoniano del sistema:

dF
— =4F H
dt { ? }

dL,

Conservacion: = {L.,H} =0

' =z —ay Py = Pz — QP
Yy =y+az Py =Py +ap:
2=z p.=p.

H(r',p') = H(r,p) + o{H, L.}

Invarianza del Hamiltoniano
por Rotacion

H(r',p') = H(r,p)

Conmutacion: (5 11—




Leyes de conservacion: caso CUANTICO

Existe una relacion entre las simetrias geométricas de
un sistema fisico y las leyes de conservacion, por
ejemplo del momento o del momento angular.

Ejemplo:
Consideremos la rotacion generada por el operador L, , de una
particula cuantica.

- Representacion de Heisenber

- Relacion  [F, G| = ih{F, G}

...desarrollar la version cuantica para obtener la
conmutacion y la invariancia temporal...



Sobre el Momento
Angular



/ '
r =r—aoay Py =Pz — QPy

Deduccion de las reglas de conmutacion del e = b +“§p“§i J =yt az b= py +op
4 = gi + @i o voony
momento angular S =2 2. = p,

Operador de rotacion infinitesimal: D, =1 — ialJ.

. . . . . AI‘E - AI a EIAH
Rotacion infinitesimal del opeador A Al = Ay + aA,

usando la transformacion canénica: = S Ay - A, =[], Ag] = i4,

A=A,

TP: completar el resto
A' = D*A,D, P

A = (1+iad,)A(1 —iad,)
A = A, +ialJ.A, — AT

Rotacion infinitesimal del opeador A
usando el operador de rotacion:




Suma de momentos
angulares



Suma de dos momentos
angulares

Momentos angulares

Ul jimy )l j,my )

| J% |j1m1} =j,(J; + 1)ﬁ2|j]m1)
Jizljmy) = m| jymg) B PN
' my = —jp, - jyd §92lma) =h(h + DA jomy)

J"g,;_ Uzmg} = mgﬁ Ugmz}

My = =Ja 5 2




Autovalores individuales

Momentos angulares

- j%|.,-’.|”71> =f1(f1 2 ])ﬁ2|j1m|}
1., 71,|1=0 e :
[Jl J2] Jizlmy) = myh|jmy)

j% | joy) = Jo(jo + DA jom,)

Ul jimy )l j,my )

Joz | Jamy) = myh| jym,)

Composicion (suma)

J=Ji+J> J:<Jx:Jy’Jz) Jx=J1xt o x

Jy:jl,y+j2,y

Jz: jl,z+j2,z



Verificacion que la suma es un
momento angular

Momentos angulares

jiijmk):jk(jk+1)h2||jkmk)

jk,z”jkmk):mthjkmk)

i, Jo1=0  {lljm)|lj,m,)}
k=1,2

Momento angular total T=hiatien [ i =ik
1,x2J1,yl™ 3,z
J . . Jy:jl,y+j2,y [ . . ] 0
— + — .] x’] —
Jl J2 J (JX’Jy,JZ) Jz:jl,z+j2,z " Y

Mostrarlo para [/, J,] = ihJ,
o Recordemos Levi-Civita
[J-:‘I’ Jﬁ] =ih Z EfJﬂ}fJ}f

€153=€,3;,=€5,,=1

/

€130 = €3,;—=€,3=—1

a,B,y=(x,y,z) €.5,=0resto



Base desacoplada



Base desacoplada

Momentos angulares

JisJ> []1}]2]20 jil.fkmﬂ> =J'k(.fﬂ+ l)ﬁzlfkmk}
T=iit j JeaLiam) = myh | jmy)
m, = —ji. s Ji k=12

Base { | jymyjam,) )

Ortogonalidad

(Jymyjomy | jimyjams) =

— i + F [ & i £
NJ1 My T s T s,

Completitud /= Z | iy o) Gy jom, |

mlmz



Base desacoplada

Momentos angulares

T Jeliimi)y = i+ DR® |jmy)
1>J2 1>J2

jk,,;_ Ijkmk> = mj_-rﬁ |jkmk) k=1,2

J=J.+]J>

Sistema completo de operadores que conmutan:

b di e da,s)



Ejemplo: Funcidon de onda de
una particula con spin

Kets
(r|nl) =R _(r) — |nl)

(o|smy) =y, (6) — |smy) | Base desacnlada

(I nlmysmy) = |nl) | Iny) | smy)} |



Uso del algebra anqular

Funcion de onda desacoplada

(r|nl) =R (r)
qbnfm,ms(fﬂ s) = Rni.’(r) Yfm!(F)x’Kr;ms (Fllmy) = ngr(f;)
(o|smg) =y, (0)

Priimm (T, 8) = (r|nl) (F|Imy) (o | smy)

(ro|nlmysm ) = (r|nl) (r|lm;) (c|sm,)

Base desacoplada

(| nlmysm,) = |nl) | Im)) | sm.)} |

~ Base angulr Y sgin |

- { | Emp"i'mﬁ) = |3mf> | Sm5>} |



Autovalores

Funcion de onda desacoplada

Base angular v spin

{ | Imgsm) = |Im;)|sm,)}

Momentos angulares orbitall (72 = 1)
Plim)=I1+1)|lm) 1=0,1,2,-
L|Imy) = my|lmy) my=—1, -1

Momentos angulares de spins (72 = 1)

s?|sm.) = s(s+ 1)|sm.) = o | sm. )

s.|smg) = mg|smy) m, = —



Autovalores

Funcion de onda desacoplada

qbnfm;mh.(f_&* 5) = Rnf( F) K’ml.('ﬁ) Xxmﬁ.

Iz(ﬁ”hﬁf"ns(F’ S) = E(E + ]')quEHIFHI_.;(FH S) ! — 05 1 5 2'} o

f:'.q&nfnmuj(?? ‘T) = ny (Ibnhmmx(?ﬁ 5) = — L,- gl [

2 e _
§ m’m,m_ﬁ.(r ’ 5) — Zfﬁuhnfmh.(r ’ ‘T)

1 1
52 ”f’ﬂﬂﬂs(r’ s)=n 1 (ﬁnhn;mx(r ? 3) M= 23

Esta ecuaciones van a ser utiles al resolver
la ecuacion de Schroeding



Base acoplada



Base acoplada

Momentos angulares

il k] =0 ji i

Ortogonalidad y completitud

(Juagm|jijaj'm) = 5; .

=) |jijam)(jrjrjm|

Jjm




Base acoplada

Momentos angulares

jl‘:jz [j['.-jz] =0

Rangos J

=kl sish+i

m

_j& _j'l' ks "'sj_ I&j

Autovalores v autovectores
Ji Ljaim) = j1Gy + DA?|jyjpjm)
35 jaim) = jo(n + DR* | j jnjm)
Y| jijpim) = j(j + DR? | jyjpjm)
J | jrjpjm) = mh| jyjpjm)

Sistema cmpletu de ﬂerdnes |
que conmutan:

{.]]1.]2'; Jg]



Como construir la base

acoplada
Ji J2
Momentos angulares /\
vl 0pdd=0 J=j+),
J
Base desacoplada
Base acoplada
1y J2IN ; &
{[Jimyjams) ) { |jiJrdm)}
Completitud Completitud
I = Z | Jimyjoma ) (Jimy joms | I= Z |12 gm)Grjaim |

I, Jm




Construccion de vectores
acoplados

Momentos angulares  Base desacoplada

id: )]l =0 { [Jimyjamy)}

| jijajm) = 1| jajm) J=ji+J Base acoplada

(| Jipim)}

jaimy = ) Gymyjomy | jyjnjm) | jymyjom) y YZ
Hiphts

Simplificacion en la notaciéon

| J1J2gm) = Z (Jimyjomy | jm) | jim, jom,)

My,

Coeficientes de Clebsch-Gordan

Ulmﬁzfﬂz | jm) = (jymyjomy | j 1f.1.ff”}_'



Propiedades de los
coeficientes de
Clebsch-Gordan



Propiedades de los Clebsch-
Gordan

, i=hl<i<ii+h

(Jimyjomy | jm) = 0 my +my + m

(jymyjomy | jm) = (= Y2 jom, jym, | jm)

YN oy N



Propiedades de los Clebsch-Gordan

(Jimyjom, | jm) = (= )jlﬂ:_‘f(ﬁ — Myj, — My | j — m)

B + o, |
(Jimyjomy | jm) = (=)' m'f—<}1m]} —m|j, —my)
1
(_ )j—m

J

(jmj —m|00) =

{ jm{]{} | jm} = Convencion de fase de Condon-Shortley



Acople de dos
momentos angulares:
spin 1/2



Funcion de onda de dos fermiones
acoplados

S1 S, -~ 3
/\ S | 5;.;”13#} = 1 | ka_qk} k=12

s Sk | .kaﬂﬁk} = my | Sklﬂjk}

Representacion abstracta

[SMg) = ) (symys,m | SM) | symy ) | sym )
m._ .

& 1 'I"E

Representacion espinor (o|smy) = Xwns(ﬁ)

(010, | SM) = Z (Slm.clfzmsgwﬂiq){ﬁ|~T1m.e,>{‘-’fz|52msj>




Singlete y triplete

S Y‘E §=0,1 Mg_y=0 €"|=§'2=\/§
My, =—1,0,1
S
l -
{UZ 1/2,1/2 = 1/2 | ﬂ[]} = ? LMy gam, | jm) = (= W —myj, — m, | j — m)

2

(lfz - 1/2.1/2 l‘,le[]n} — I E (172 — 172, 1/21/2 | () = (— V20012 142, 172 — 1/2 ]| 00)
V2

]
(1/21/2, 1/2 —1/2|10) = {1/2 — 1/2, 1/21/2]| 10) =7
2

(1/21/2, 1/21/2]10) = (1/2 = 1/2, 1/2 = 1/2|10) = |



Funcion de onda de dos fermiones

acoplados
/\ Xo.0(01,02) = Z (symg somy, [ 0,0)x5,m, (ﬁl}l’a Jm, (m)
> Singlete s (= )y

(symg somg |0,0) =6 6

5152 nny,—my ~
.'i']

F=425+1=12

(/T*. 12(02)7 — 12(07) — As. 151(51)1’3—1;2(”1)) Xu.n(ﬁlaﬁz)




Funcion de onda de dos fermiones

acoplados
S S)
Al _M,,-(ﬂ’ 1.02) = Z {-‘!'lm.ﬁt‘fzm.ﬁ LMg=m; + mz)h—,m,.](f? ] }fs}mh(ﬂl)
_ — _ g

Triplete

 S=1=>M,=-1,0,1 |
Par o4 S0

Xl ’.[](ﬂ']., JE) = E {.’i‘|fﬂﬁ].‘i3fﬂ$ﬁ| l'JO}X.*.']HJH{Jl).rh'gmh.z(ﬂz)

X10(01,07) = — (.Jt’f 12(00)Xs—112(02) + x5 12(02) )5 — uz(ffl))

(z't’.q,nz{”z)l’.q,-lfz{” ) "‘J:’.-;fuz(” |)z’l.‘f-.;-1fz(”z}) = Xo.0(01,6)




Propiedades de los Clebsch-Gordan

yyz N ARYEY IR

m=—j, —j+1, o j—1,j
] Jr = j= 1]

D, Gmyamy | jm)(ymyjomy | j'm') = 88,
1M 4
N (Gimyjamy | jm)(Gimyjamy | m) = 1

fit

|jm) = Z (imyjamy | jm) | jymyjama) - (jm| = E (imyjamy | jm)(Gymy joms |

1 n1yimM,

Ejj’ﬁmm“ - {jlﬂlj'm’) — Z E {:jlmljﬁmﬂ |jm}(j1mijﬂm£|jm}(j1m1.!2m2 |j1mi.f2m£}

mym, m [mi

Z {f]-‘ﬂlfzmz |j-‘n}{f|.‘ﬂlfzmz |jr.rnr

1



Aplicacion a la funcion
de onda de una
particula



Uso del algebra angular

Funcion de onda acoplada

[/:K‘.' YI(H, ‘?5)] jm Z (‘Tmﬁzm.’ |.f m)l?mj }}m;(& ‘q’b)

me,m;

m=—j,—j+ L j— 1



Uso del algebra anqular

Funcion de onda acoplada

S 1
If%z,’jm(ra S) = Rﬂ{;(r) [Xg},f(f?: {ﬁ)]‘;m /\
J

(rlnlj) = R,[(r) = | nj)

(Pl sl jm) = Y (1) — |51, jm) | ljm) = |sl, jm)

Base acoplada

& Inlj) = In) Ifjm>}




Uso del algebra anqular

Funcion de onda acoplada

1
Ir"‘ﬁ;r{fm(r? S) = Rn{,r'(r) [Xan(ﬂ! (lﬁ)]_,rm S \

liu:infjm(r) = <I’ | Hfﬂ?’l} J

Autovectores
I*| nlim) = I(I + 1) | nljm)

3
s?|nljim) = s(s + 1) | nljm) = T | nljm)

J*|nljm) = j(j + 1) | nljm)

J:\nljm) = m | nljm)



Uso del algebra anqular

Funcion de onda acoplada

S ]
U‘ﬂ;ﬁm(r? J;) = Rn{,r'(r) [X?Yf(ﬁﬂ' (ﬁ)]jm \
J

Autovectores

12 Wonlim (> 8) = (L + 1) w5 (1, 5)
52 ]ﬂr‘ﬂn’jm(r* S} = Z l)""r;:{fm(r* 5)

jz wﬂfjm(r? S) — J(f + 1) ]f"rm'jm(rﬂ S)

W (F.SY=muw., (r.s Volveremos a esto al
‘I:'u”"-"m( ,S) I“r‘*“'.l“"”( ,5) resolver la ecuacién de

Schroedinger



Sobre el orden del
acople



Cambio de orden del acople

Funcion de onda acoplada

.!n{;m(r T) — Rn{;(f)[)ﬂ }}(ﬁ (}l’)]ﬂ” Orden sl

Orden Is L
_ j
| \

J nf-._;m(r T) = Rn{;(r)[}’:’(g qb)/l/s N

— ( - )"ﬁl_l.f—jRn{_i(r) [/‘t"ﬁ}’}(ﬂ, ¢)L—m
Hf'sj”‘l(r ?) — ( )H-f = Ir".!n{;m(rﬂ S)

Aplicacion: s=1/2, I=1, |j=3/2, 1/2



Autovalores del
operador

[-s



Uso del algebra anqular

Autovalores del producto escalar! - s

Base acoplada

1| nljm) = I(l + 1) | nljm) Acople s-I
s?|nljim) = s(s + 1) | nljm) /\
J* | nlim) = j(j + 1) | nljm)

J

j.|nljm) = m| nijm)

jP=s’+01°+2l 5

JG+ 1) —=I1+1)—3/4
2

| nljm)




Resumen:
Comparacion funcion de
onda no acoplada y acoplada



Uso del algebra anqular

Funciones de onda desacoplada y acoplada

Funcion de onda desacoplada Funcion de onda acoplada
qurmf”l_q(?’ S) — Rm'(r) }’!’m;(?ﬂ) /‘K-.'m_i. li’f“r:in",r'm(r’ ‘T) = Rﬁfj(r) [A’EYI((}* qﬂ]jm
qbnfm;m_ﬁ.(‘}:! S) — (r|ﬂfm,£mﬁ) l_,-'J’;IUm(T) o (rl ﬂUﬁ’l)

Sistema completo de observables que conmutan

Base desacoplada Base acoplada

(1°,s*,1 ,m | (1°,s%,j%,j.1



Isospin



Isoespin: formalismo

1
Funcion de onda proton  $proton = Pu(x) (O) = Pa(T,8)C_1/2

0
Funcion de onda neutrén ~ $neutron = ¢a() (1) = Pa(T,5)C1/2

; Algebra momento angular
Isoespin 1/2 t=(t,, ) t,)

[t t,]=it,

., : : 1
Representacion: matrices de Pauli ¢, = > Tk

__(01 (0 =i\ __ (1 0
== \1 0 v i 0 ==\ 0 -1



Isoespin: formalismo

1
Funcion de onda proton  $proton = Pu(x) (O) = Pa(T,8)C_1/2

0
Funcion de onda neutrén ~ $neutron = ¢a() (1) = Pa(T,5)C1/2

Isoespin t=(t,,t,,t,) [t,.t,]=it,
Autovalores 3
tZCu — ZLC“
1
t.C1/2 = §C1/2 neutrones (,,

1
t.C_1/2 = —54—1/2 [protones Z—1/2



Isoespin: transformacion n/p

Funcion de onda proton Funcion de onda neutron
C_1p = 1/2, = 1/2) Cip=11/2,1/2)

fng_uz — — lg_uz f-é'lfz — lé’lfz

Z ) Z 9

Operadores de crecimiento [+ = [, el ﬁ

ty|1t.) =\/r(r+ 1) —1(t. % l]lr.ir:}=\/§—r:{r:i D]t x¢)

I+€—H2 = Cuz f+€]f2 =0 -’:_gl,ﬁz — C_l,rg f_é‘_ug —



Decaimiento /}

Neutrones ¢, Protones &

. o ——— . Operador para
Operador para decaimiento /7
decaimiento

LG 1n=Cin

| o= ooan

SRR D —rhteti,



Isoespin de dos
nucleones



Isoespin de dos nucleones

Isoespin de dos nucleones

CT,Tz (192) — Z (1/2M11/2ﬂ2|TTZ>CM1(1)CM2 (2)

M1 2
T,=p1+p2

Autovalores

T=t(1)+t(2) T=0,1 T°¢,, =T(T+1)Z,,

TZZTTZ:TZZTTZ



Isoespin de dos nucleones

Isoespin de dos nucleones

(rr.(1,2) = Y (1/2m1/20|TT5) Gy (1)Ges (2)

p1p2
T,=p1+p2 t,(1)=1/2¢t,(2)=1/2
28 c: —730 c:
14Sll4+2n_ 145116
28 @i o 20 t,(1)=1/2
., S1,,+dos nucleones Sl tn+p=17P . ((2)=—1/2
28 — 730
1401, ¥2p=UeSy,
t,(1)=—1/2¢t,(2)=—1/2
Simetria Simetria aproximada

|H,T,|=0 [H,T?]~0



Isoespin de dos
nucleones

28 — 930 3

28 G 28 — 30
J3, Si,,+dos nucleones »| 3, Si,+n+p=0U.P,.
E(MeV) J° E,(MeV) i E,(MeV) K o ’8 20
J1 S +2p=y Sy,
. 423 A
350 P LSRR V| Crooummen e woemrac” i 1.3 I 4
414 5 ""-._3,40 2
393 g
383 12"
373 1(2%)
%’83_.__;'. 2°T=1
2.24 B wpcanast 584 ik SO Y 2
2.72 -
254 3*
1.97 -
1.45 2"
. 0.71 Tvs .
o' 068 O'Ta1” - 0
27 ~ —
[H,T ]NO [H,TZ]—O
1.
30 30 30 < Crédito: P. J. Brussard and P. W. M. Glaudemans.
i Si s 15P15 1614 Shell-Model Appl. in Nuclear Spectroscopic. 1977



Acople de tres
momentos angulares



Acople de tres momentos angulares

J Opciones de acoples
; 1 o Jio=Ji1+J2, J=J12+ J3
J 12 o Jos=Js+J3, J=Ja3+ J1
; o Jis=J1+J3, J=Ji13+J>
Bases
I — Z lJ1J2(912)73; Jm) (G172 (J12)J3; Jm|
J12
I = Z 719273 (J23); M) (417273 (J23); I
J23
I = Z |7173(J13)J2; Jm)(j173(J13)72; Jm|

J13



1715293 (J23); Im)

Cambio de base

JZ
o , ,
J, JZ(]1]2(]12)]3;]m\/]1]2]3(]23);]m) .

> lirdz(r2)ds; gm) (jrdz(Jrz)ds; dmldrada(jas); m)
J12

Z(—)j1+j2+j3+j312323{ i Ja i }|j1j2(j12)j3;jm)
= J3 J J23

Coeficiente de Wigner 6



Acople de cuatro
momentos angulares



Acople de cuatro momentos angulares

Particula 1: (s,,1,)
. Particula 2: (s,,L)

Acople jj




Acople de cuatro momentos angulares

Particula 1: (s,,1,)
. Particula 2: (s,,L)

Acople SL




Acople de cuatro momentos angulares

Particula 1: (s,,1,)
. Particula 2: (s,,L)

Acople jj

Acople SL
.51 E| A IE
n/ \: y \
Ji I S : .
[s:41];, [s:b];,
¥9 |

_._____g'_l____ﬁ S5 1
31 G I, - S L /Iz

| | ) Acople jj Acople SL. ' 7

sy J 11721y [SL] [SL],



Acople Jj con funciones de onda

Particula 1: (s,,1,) Particula 2: (s,,1,)

AC(}DIE ii [Ia'JFI|[H]* rif'-”]ll_.';ﬂh o E 'I:"'.Jj”t,‘rlni'.r, |_.i'-j”fj}ILI,,,JJ_FJIMI.IEHP '?!'l]

y ; PR
. F i ¥ 4 4
51 4 N §3 , ‘Ez

L, Yo, (8a. ha)]; e, = z (sam, by | ama )t m Yim (05, )

g,

{PlFl]j]ﬂl:lﬁ.f"n} e Z I:_nilllnij..ll:zniz|..‘I:"H:|'[..-F_I.'I }::'J]_,llrrjl[..-E-.:_-,Fj':]lfirrj_,
jl j,} 2 My, 1y




Acople SL con funciones de onda

Particula 1: (s,,1,) Particula 2: (s,,1,)
Acople SL
;0 X8 [ I
.:tr."[.ﬂ_!;{ﬂ]"ﬁl} = E {‘E-J'r”.'.]‘r’.lm_-.‘l"E'"‘*MS}.:"{.-.'|.-.'.'._|_{"}-[]f.\':rrllziﬁl]I 1 2 /\
S L

Y, (FFy) = Z {EJ"”r.!zmrJLML:'Ff.m,.I{Fl}'nyn,.sz‘zj

Iy My

s
2 l,
. ; r : r Sl I
(P12 SL, jm) = Y (SMGLM, | jm)ysyy Y, £ 7 5
MM,
J



Cambio de base SL —> jj

| 510101 $25(ja)s jm) =

Volveremos sobre estos acoples al definir
la funcion de onda de dos nucleones

|5152(), L(L); jm)

| 518,(8)11(L); Jjm)

"
-\.\_‘_-

T,
e
.

CnefiEiente de Wigner 9j



Cambio de
S| L= Z (11,(j)s $:5(Jn)s jm | 515,(S) L(L); jm) s,

base dos i
particulas

J

LGy, $5b(h)s
|51, (J1)s $212(Jn); jm) | 5,55(S), L5 (L); jm)




180
160
140
120
100
80
60
40
20
0

Densidad del singlete

(_)Eﬂ' 3@

wgg(rlar2)\5=g A

71| = 72| =7

V2

F0.0180
I 0.0160
-0.0140
-0.0120
F0.0100
- 0.0080
- 0.0060

0.0040
0.0020
0.0000

Crédito: Yannen

R, (r) Pi, (cos 012) [x(1)x(2))]oo

180
160
140
120
100
80
60
40
20

Psri(R,012)(1F)

-0.0180

0.0160
-0.0140
-0.0120
-0.0100
- (L,0080

-0.0060
0.0040
0.0020
(,0000



Fin
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