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Chapter 1

Espacios

Modificado: 2024.07.12

Contenido: Espacio normado. Convergencia. Clausura de un conjunto. Sucesion de Cauchy.
Espacio de Banach. Espacio Ls. Nociones sobre integral de Lebesgue. Operador integral.
Transformacion de ecuacion diferencial en integral. Producto interno. Base ortogonal. Espacio
de Hilbert. Relacion de Parseval. Teorema de Riesz-Fischer. Teorema de Riez para funcionales
en Hilbert.

Apéndice: Puntos fijos. Ecuaciones integrales. Problema de Sturm-Liuville. Demostracién de
la desigualdad de Schwartz. Ortonormalizacién de Gram-Schmidt. Funcionales en espacio de
Hilbert. Convergencia débil.

Fuente: D. H. Griffel. Applied functional analysis. John Wiley and Sons. New York (1981).
Capitulos 4, 5y 7.

Dedicacién: dos clases y media (2.5).

1.1 Espacio de Banach

En la resolucion de problemas por métodos aproximados, nos interesa cuantificar cuan cerca la
solucion aproximada se encuentra de la exacta. Cuando la solucion forma parte de un espacio
vectorial, esta informacion viene dada por cierta definicion de longitud, que llamamos norma,
equivalente al médulo en los espacios de niimeros real y complejo.

Espacio vectorial con norma
El concepto de norma es una forma de expresar en forma abstracta las propiedades algebraicas

de longitud de vectores en el espacio euclideano de tres dimensiones a los espacios vectoriales.

Definicién: Un espacio vectorial (real o complejo) es un conjunto V' tal que:

- Existe una regla designada como +, tal que, dados z,y € V', determina un elemento de V'
denominado x + y, que satisface

) z+y=y+uz,

i) 2+ y+z2)=@+y) +z,



iii) Existe un elemento 0, tal que, 0 + x = z,
iv) Dado z, existe un elemento, que denominamos —x tal que, = + (—x) = 0.

- Existe otra regla, tal que, dado x € V' y cualquier niimero real o complejo k, determina
un elemento en V' denominado kx, que satisface

lﬁ(k?Q(L’) = (kll{?Q)ZE,
lx =z,

(k’l + k’g)ﬂ? = k1$ + ]{233, y

<
. —e
~— ~— ~— ~—

vill) k(z +y) = kx + ky.

Definicién: Un espacio normado es un espacio vectorial V' con una dada norma.

Definicién: Una norma sobre un espacio vectorial V' es una regla que, dada cualquier z € V/,
asigna un numero real ||x||, tal que

i) [lz]] > 0siz 0,y [|0] =0,
ii) |laz|| = |a| ||x|| para cualquier x € V' y cualquier escalar a,

i) |2+ yl| < |[]] + llyl| para cualquier 2,y € V.

Ejemplos:

e K" con norma

es un espacio normado real.

e R" con norma
||z]] = max |z,

es un espacio normado real, diferente al anterior.

e " con norma

es un espacio normado complejo.

e El espacio de las funciones continuas C[a, b] con norma

b 1/2
i1 = ([ seorar) (L
es un espacio normado.

La norma (1.1) se la denomina norma en media o norma de cuadrado integrable.



e El espacio de las funciones continuas C|a,b] con norma !

Il = sup{|f ()] - @ <t < b}, (1.2)

es un espacio normado, diferente al anterior.
La norma (1.2) se la denomina norma uniforme.

La definicion de norma afecta a la convergencia de sus elementos. Podria ser que una
sucesién converja con una norma pero no con otra.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

e Para cualesquiera ntimeros complejo zy,-- -, 2,, Wy, -+ , Wy,

n 2 n n
D=l < (P | | 2wl
i=1 i=1 i=1

e Para cualesquiera funciones f y g tal que las integrales existan, se verifica,

([ ror) ([ o)

El objeto final de los espacios normados es tratar el problema de las aproximaciones a las
soluciones de diferente tipos de ecuaciones. Esto es, mediante algiin procedimiento uno obtiene
iterativamente soluciones que espera que tiendan a la solucién exacta. Luego, se necesita de
un procedimiento para analizar cuan buena es la aproximacion. En espacios normados, uno
considera que dos elementos estan cerca cuando la norma de su diferencia es pequena.

b
/ F(Dg(t) dt

Convergencia

Definicién: Sea X, zq,22,--- € N, con N un espacio normado. Se dice que z, converge a
X cuando n tiende a oo,
n— 00,
T, — X

si, dado € > 0, existe M tal que

||z, — X|| < € para todon > M .

Equivalentemente
—)
|z, — X|| === 0.
Definicién: Sea X, zq,25,--- € N, con N un espacio normado. Se dice que la serie x1 + x5+

- converge a X,
n—o0

.T1—|—SL’2+"'—>X,

y se escribe
oo
E T, =X,
n=1

si la sucesién s, = > | x; converge a X,

n
n—o0
Sp = E v, —— X.
i=1

'El supremo de un conjunto de niimeros representa a su valor gnéximo en el sentido que el maximo podria
no pertenecer al conjunto. Por ejemplo, sup(0,1) =1, sup(l —e ") = 1.
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Convergencia uniforme: En el espacio C|a, ], con la norma uniforme ||f|| = sup{|f(¢)] :
a <t < b}, se dice que una sucesién de funciones f,, converge a la funcién F si

1fn(t) = F@)]| = sup{|fu(t) = F(t)] - a <1 < b} = 0.

1/
Convergencia en media: En el espacio C[a,b], con la norma ||f|| = (ff |f(t)|2dt> , se

dice que una sucesiéon de funciones f, converge a la funcién F' si
b
o= FIP = [ 1) = FOPdt = 0.
Ejemplo: El siguiente ejemplo muestra diferentes escenarios para una sucesion en el espacio
C'0,1]. Sea la sucesion (f,)
folz) =™ conn=1,2---.
Las funciones f,(x) € C[0,1]. Para cada = € [0, 1] tenemos

ho) =5 F@) ={ ) 270 (13

con F(x) ¢ CI0,1].

. ’ . n—oo .
e Consideremos el limite f, —— F' con la norma en media,

1 1 e—2n 1 1 —e2n
o= FIE = [ 1) = F@)Pde = [ e = 5] ==
1 fn = FII* == 0,
pero F' no es continua.
e Sin embargo, si consideramos la funcién
Fy(x) =0 con z € [0,1],
dado que
e—2n 1 1 —e2n

—2n n

fu— Foll? = / falz) — Fo(e)Pde = / o) [P =

1fu = FolP* == 0,

0

con Fy € C[0, 1], la sucesién f,, converge a Fy en el espacio C[0, 1] con la norma en media.
Los limites en media no son unicos dado que la integral no se ve afectada por el cambio
de la funcién en puntos aislados.

. . s . n—oo .
e Finalmente, consideremos el limite f,, ——— F{ con la norma uniforme,

1fu = Fol| = sup{|fu() = Fo(w)] : 1 < & < 0}
—sup{|fu(0)] 1 <2 <0} = e =1

n—o0

| fo = Foll == 1,

por lo tanto (f,,) no converge con la norma del supremo.
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En los ejemplos hemos presentado dos tipos importantes de convergencia en el espacio de
funciones. La convergencia uniforme, la cual da una convergencia definida a través de la norma
del supremo, y la convergencia en media, la cual da una convergencia respecto a una integral.
Cada sucesién uniformemente convergente en C|a,b] converge en media (dado que puede ser
integrada término a término). Luego, convergencia con la norma del supremo implica
convergencia con la norma de la integral, pero no vale el reciproco.

Definicién: Si S es un subconjunto de un espacio normado, decimos que x es un punto
limite de S (no necesariamente x € S), si existe una sucesién (y,) de elementos de S tal que
Y, — x, y para cada n, vy, # .

Ejemplo: La funcién discontinua F(z), Ec. (1.3), es un punto limite de la sucesién f,(x) =
exp(—nx).

Definicién: Para cualquier conjunto S en un espacio normado, la clausura de S es la unién
de S con el conjunto de todos los puntos limites de S. Se denota la clausura de S como S.

Definicién: Sean S y T subconjuntos de un espacio normado, con S C T. El subconjunto
S es denso en T si para cada t € Ty cada € > 0 existe un s € S con ||s — t|| <e.

Esto es, para cada elemento en ¢t € T', existen elementos en S de modo que uno puede estar
tan cerca de t como quiera.

Podria ser que los elementos de S estén densamente distribuidos entre los elementos de T,
como por ejemplo ocurre entre los racionales (Q = S) y los reales (R =T)).

Cada conjunto S es denso en su clausura S. Ademds S es el conjunto més grande en el cual
S es denso.

En lo que sigue introducimos una definiciéon de convergencia alternativa que no hace uso del
limite de la sucesion.

Definicién: Una sucesion de Cauchy de elementos de un espacio normado es una sucesion
(x,) tal que para cualquier ¢ > 0 existe un nimero N tal que ||z, — x,,|| < € para todo
n,m > N.

Ejemplo: Sea g,(z) = tanh(nz), conn=1,2,---.

sinh(m — n)x sinh mz

< sechnz

|tanh ma — tanhnz| = <

cosh mz cosh nx cosh mzx coshnzx

donde hemos usado |tanhmz| <1y m > n.
Entonces,
1
2tanhn
1gm — gn]|? < / sech’ nx dov = ~———— — 0
-1 n

cuando n — oo, donde hemos usado la norma en media. Esto muestra que g,(z) = tanh(nz)
es una susecion de Cauchy.

Notemos, por otro lado que g,(x) € C[—1,1] y que converge, con la norma en media, a
la funcion sig(z) ¢ C[—1,1]. Luego, la sucesién de funciones g,(z) no converge en el espacio
C[—1,1] con la norma en media. Esto implica, que ser una sucesién de Cauchy no implica la
convergencia en el espacio normado.

Teorema: Cada sucesion convergente en un espacio normado es una sucesion de Cauchy.



Definicién: Un espacio normado es completo si cada sucesién de Cauchy es convergente,
e incompleto si no.

Ejemplos:
e Los espacios normados R” y C", con la norma (3~ |2;/?)/? son completos.

e El espacio Cla, b] con la norma || f|| = sup{|f(x)| : @« < x < b} es completo.

e Cla,b] con la norma en media es incompleto, dado que la sucesién g,(x) € C[—1,1] es de
Cauchy, pero (g,) converge a una funcién discontinua.

Definicién: Un espacio normado completo es denominado un espacio de Banach.

Espacio L,

Hemos visto que Cla, b] con la norma en media no es completo, por ejemplo, la sucesién g, (z) =
tanh(nx) no converge a una funcién de C|a, b]. Es posible agregarle al espacio incompleto los
elementos ‘faltantes’, definiendo de este modo un nuevo espacio el cual resulta completo e
incluye al espacio original. Esto es enunciado en el siguiente teorema.

Teorema: Para cualquier espacio normado N existe un espacio completo €2 de modo que
N es un subespacio denso de 2. El espacio €2 es denominado la completacién de N.

Definicién: El espacio Ls[a, b] denota la completacion de C|a, b] con la norma de la integral
del cuadrado (o en media).

De este modo Ls contiene todas las funciones que son el limite de funciones continuas en
el sentido de convergencia en media. Por ejemplo, el limite de g,(z) = tanh(nz), la funcién
sig(z) € Lo|—1,1].

Por ser L, la completacion de C' con la norma en media, C' es denso en L.

El espacio L, puede contener ciertas funciones con discontinuidad infinita, siempre que
la discontinuidad sea los suficientemente suave de modo que el cuadrado de la funcion sea
integrable.

Ejemplo: Por ejemplo, 27/% € Ly[a, b, pero x72/% ¢ Ly[a, b]. Pues,

b
/ |2 ™132de = xl/:’”z < 00,
a

mientras que

b
/ 27232 = x_1/3|z £ oo(si contiene el origen).
a

El espacio Ly también contiene funciones que no son integrables segin la definicion de
integral de Riemann pero que si lo son con la integral de Lebesgue (que introducimos en la
siguiente seccién.)

Ejemplo: La funcién de Dirichelt D(z) = 1 para « racional y D(z) = 0 para « irracional, es
un ejemplo de funcién no integrable por Riemann.



Definicién: Cada funcién f para la cual f: |f(x)]? dz existe es denominada funcién de
cuadrado integrable en |a, b].

Cada funcion f de cuadrado integrable pertenece a Lo.

Para que el espacio L, satisface el primer axioma de norma hace falta reemplazar la nocién
de funcién como elemento por clase de funciones. La ||f|| = 0 con la norma en media no
implica f = 0, pues cualquier funcién que sea cero excepto en un nimero finito de puntos dara,

[ |f(z)]? dz = 0. La forma de resolver esta inconsistencia es utilizar clases de equivalencia °.

El espacio Ls[a, b] definido con clases de equivalencia de funciones es un espacio de Banach.

Integral de Lebesgue

El objetivo de esta seccion es dar una nocion sobre la integral de Lebesque. Esta integral es mas
simple y general que la usual integral de Riemann. Aunque en la practica uno usa la técnica
de Riemann para calcular integrales, en lo formal se asume que la integral de Legesgue es la
que se esta usando. Por un lado los valores de la integral de Riemann, cuando existe, coincide
con la de Lebesgue. Por otro, la integral de Lebesgue es la que se utiliza cuando se trabaja con
espacios de Hilbert. Finalmente, el intercambio entre limite e integral es mas funcional con la
integral de Lebesgue (ver abajo).

Integral de Riemann: Recordemos que la integral de Riemann se define como el limite de
sumas de una particién de la abscisa.

b n
[ rtadds =t Y 1) (e 2
a i=1

¥
¥ =1ix)

|
I
I
|
I
|
a=x, X, LRy x:=h X

L3 e e L3 L
X, LA S T

Para que el limite exista f(x) debe ser bastante regular, por ejemplo, con un nimero finito
de discontinuidades.
Para tratar funciones més generales, por ejemplo, la funcién de Dirichlet D(z),

1 ze
D) = -
0 z€
(con @ significando los niimeros racionales e Z los irracionales), y para obtener funciones limites

que también sean integrales; se introduce la integral de Lebesgue.

Integral de Lebesgue: La integral de Lebesgue reemplaza la particiéon en las abscisa por
una particién en la ordenada, como se muestra en la figura 1.1.

2Clase de equivalencia de funciones: dos funciones f y g se dicen equivalentes si f; |f(x) — g(x)|*dz =0,
esto es, si f y g son iguales en casi todo punto.
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Figure 1.1:

Luego, la integral se define multiplicando la medida de la preimagen S; de ¢; = f(x;) con
el valor de f(z) en la particién i,

b n
/ fla)dp = lim 3 ipu(S:)

Para x € R la medida es
1(Zas Tp) = Tp — T4
con T > x, v, si S es la unién de Sy, Sy, -+ -, Sk intervalos disjuntos, p(S) = Z?Zl S;.

Cuando la funcién f(x) es integrable segtn la definicién de Riemann, coincide con la integral
de Lebesgue.

Teorema de Lebesgue: Si una serie de funciones fi(z), con x real, converge puntualmente
a f(z) cuando k tiende a infinito, y si existe una funcién g(x) positiva tal | fx(z)| < g(z) para

todo k, entonces,
i [ fule)ds = [ Jim file)do = [ flo)ds.
k—o00 k—o00

esto es, el limite y la integral son intercambiables. Esta propiedad permite demostrar facilmente
la completitud del espacio Ls.

Teorema de Fubini-Lebesgue: Sea f(x,y) una funcién de x e y. Su integral con respecto
a la medida de Lebesgue en R? se escribird [ f(z,y)dxdy. Si f(z,y) > 0, se tendrd siempre

/f(w,y)dxdyz/dx/f(x,y)dyz/dy/f(w,y)dx,

esto es, el orden de integracién no afecta a la integral. Esta propiedad nos permite reducir
integrales multiples en integrales simples, de modo, que la integral no depende de la eleccién
hecha como primera variable.

1.2 Operador Integral

En esta seccién introducimos la nocién de operador integral en el espacio Ly. Como material
complementario, en el Apéndice A.1, se introduce la nociéon de punto fijo, el cual permite
obtener soluciones aproximadas por iteraccién de ciertos operadores integrales.



Definicién: Sea Cfa,b] un espacio real o complejo de las funciones continuas. Para cada
funcién dada K : R* -+ R o K : R* — C, se puede definir la transformacién T : Cla, b —
Cla, b],

(Tf)(x) = / K (2 9) (4)dy

para toda f € Cfa,b]. El operador T es denominado operador integral lineal sobre Cfa, b],
mientras K es denominado nticleo integral.

Si el nicleo integral K satisface

b b
//|K(x,y)|2dxdy<oo,

TfelLsy.

entonces

Veamos...
La desigualda alcanzada en este desarrollado nos sera de utilidad para dar como ejemplo de
norma de operador la norma de operadoradores integrales.

Dado que
b b
| [ 1Py < o,
entonces también vale
b b b b b
o> [ [ KPPy = [ [ KR [ 150)Paydsdy

b b b

= [ [ sk [1rpay) o
b 2

> [

dx
e = | [ s

por lo que T'f es de cuadrado integrable.

/ K (2, 9)f (9)dy

Luego,
2

dr < oo,

Transformacion de ecuacién diferencial en integral

Tomemos como ejemplo la, asi llamada, ecuaciéon de Sturm-Liuville, y convirtamosla en una
ecuacién integral de punto fijo (ver Apéndice A.1) con un operador integral.

u'(z) + Mf(x)u(z) =0

con condiciones de borde u(0) = u(1) = 0.
La ecuacién diferencial puede ser escrita de la siguiente forma

—u"(x) = F(x)
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con F(x) = Af(z)u(z).
Usando como solucién la funcién de Green g(z,y) (notar las condiciones de contorno ho-
mogéneas),
—9"(z,y) = d(z —y)

podemos escribir la solucion formal

donde hemos definido el operador integral 7" con nicleo integral K (z,y) = Ag(x,y) f(y).
De este modo hemos transformado la ecuacién diferencial en un problema que puede resol-
verse en forma iterativa (ver los ejemplos del Apéndice A.1)

Up+1 = Tu,

Para que la sucesién converja el nicleo integral debe verificar ciertas condiciones que son
especificadas en el Apéndice A.2

Ejemplo: En el Apéndice A.3 desarrollamos los criterios para la existencia de solucion de la
ecuacion de Sturm-Liuville. En este ejemplo damos un resultados numérico para f(x) = 1, esto
es, la ecuacién diferencial

u’(x) + Mu(x) =0.

Dado que esta ecuacién puede resolverse en forma analitica, conocemos sus autovalores:
A=m? 42, . ...

Ahora apliquemos las condiciones para el ntcleo integral correspondiente a esta ecuacion
como método para estimar el primer autovalor.

Calculando la funcién de Green se encuentra,

r(1-y) =<y
g(r,y) =
y(l—z) 2>y

Luego, evaluando la integral

I= /abda: /ab dylg(z,y) f(y)®

1

con f(y) =1, resulta I = 4,

lo que implica que A\ debe verificar,

A > 3v/10 = 9.4868,

comparemos este ntimero con el primer autovalor 72 = 9.86960!!.
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1.3 Espacio de Hilbert

En esta seccién se define producto interno, el cual constituye una versiéon abstracta del pro-
ducto escalar entre vectores para espacios vectoriales. El producto escalar permite definir
una version generalizada de angulo y en particular, angulo recto u ortogonalidad. Esta nueva
propiedad complementa a los espacios normados donde solo teniamos definida una longitud
pero no angulos. En el Apéndice se define funcionales en espacios normado y de Hilbert y la
nocién de convergencia débil.

Definicién: Un espacio producto interno (real o complejo) es un espacio vectorial V' con
un producto interno especificado. Producto interno es una regla que, dados z, y € V' especifica
un numero (z,y) (real o complejo), denominado producto interno de x e y, tal que

i) (z,z) es real y positivo para todo x # 0, y (0,0) =0
ii) (x,y) = (y,x) para todo z,y € V
iii

iv

1) (
i) (
i) (az,y) = a(z,y) para cualquier escalar a y z,y € V.
) (z,y+2) = (z,y) + (z, 2) para todo z,y,z € V

De (ii) y (iii) resulta,

(z,ay) = (ay,z) = a(y,x) = a(x,y)

Ejemplos: Los siguientes son ejemplos de espacios producto interno

e El espacio real n-dimensinal R" con
n
= Z Lili
i=1
e El espacio complejo n-dimensinal C" con
n
= Z iy
i=1
e Espacio I, formado por todas las sucesiones de nimeros (z;) tal que > ., |z;

con .
y) = sz@' .
i—1

b
(f.9) = / f(2)3(z)da

Desigualdad de Schwartz: Para cualquier x, y en un espacio producto interno se verifica

(2, ) < (z,2)(y,9),

donde la igualdad |(x,y)|* = (z,2)(y,y) vale si y sélo si x e y son linealmente dependientes.
En el Apéndice A.4 se demuestra la desigualdad de Schwartz.

| converge

e Espacio Ly[a, b] con

12



Definicién: En cualquier espacio producto interno se define la norma como
lzl] = v (z, z)

Luego, cualquier espacio producto interno genera un espacio normado. El reciproco no
necesariamente es valido.

Definicién: A partir desigualdad de Schwarz definimos angulo entre elementos de un espacio
producto interno,

(2, 9)]> < (x,2)(y,y) = ||| |y]| ,

i< @Yy

(| ]yl
GZCOS_I (l’,y)
(| {]y]]

Definicién: Dos vectores z, y en un espacio producto interno se dicen ortogonales si

(z,y) =0,
y escribimos x L .
Ejemplos:
e En C? con
(z,y) = 27,

los vectores © = (1,7) e y = (1, —7) son ortogonales.

e En C[0, 7] con
(19) = [ f)ga)da
0
las funciones sin mz y sin nx son ortogonales para cualesquiera entero positivos con m # n.

e En cualquier espacio, el vector zero es ortogonal a cada vector.

Continuidad del producto interno:
o Siz, = 1, entonces
n—oo
(Z‘n7 y) — (.flf, y)

para cualquier y.

e Si > w, =u entonces,
oo

> (tn,y) = (u,y)

n=1

para cualquier y.
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Bases ortogonales

En esta seccién extendemos la nocién de base a espacios de dimension infinita. En el Apéndice
A.5 damos el procedimiento para generar una sucesién ortogonal a partir de una sucesién
arbitraria (ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt).

Definicién: Un conjunto de vectores {x;} en un espacio producto interno es llamado un
conjunto ortogonal si,

i) (z;,2;) = 0 siempre que i # j. Podemos escribir (z;,x;) = §; (x4, ;) = 0;5]|z4]|?, con d;;
la delta de Kronecker.

ii) Para cada i, z; # 0, esto es, el vector nulo es excluido.

El vector nulo es excluido de la definiciéon de conjunto ortogonal, de modo que para espacios
finitos, un conjunto ortogonal sea linealmente independiente.
Veamos...
Sea {z1,--- ,,} un conjunto ortogonal, y sea Y ., ¢;x; = 0, entonces para cada j tenemos,

(Z cixi, ;) =0 = Zci(:vi,zj) =0 Zciém(xj,:vj) =0 = c¢(z,z;)=0.
i=1 i=1 i=1

Luego, dado que z; # 0 para todo j, resulta ¢c; = 0 para cada j. Lo que muestra que un
congunto ortogonal finito es linealmente independiente.

Definiciéon: Una base ortogonal para un espacio producto interno S es un conjunto ortog-
onal (e,) tal que para cualquier x € S existen escalares ¢, tal que

oo

x = Z Cnn
n=1
Nuestra definicion de base usa un conjunto contable. Es posible definir una base ortonormal

con conjuntos no contables. Por otro lado, no todo espacio tiene una base. Un espacio puede
ser, en cierto sentido, tan grande que ningin conjunto contable puede generar todo el espacio
a través de sus infinitas combinaciones lineales.

Definicién: Un espacio producto interno completo con una base es llamado un espacio de
Hilbert.

Ejemplos:

e El espacio R™ con la norma generada por el producto interno (z,y) = Y. x;y; es
completo. Tiene por base los versores. Por lo que R™ es un espacio de Hilbert.

e De igual modo, el espacio C™, con (z,y) = Y ., #;7;, es un espacio de Hilbert.

e El espacio C|0, 7], con (f, g) = foﬂ f(z)g(z)dx y base sin nx, no es un espacio de Hilbert,
dado que no es completo (por ejemplo, la sucesién tanh nx converge a la funcién sgx).

En los espacios de dimensiones finitas las bases fueron 1tiles porque, en lugar de operar con
los vectores uno opera o manipula las componentes (lo que en élgebra lineal llamamos vector
coordenadas) que son una coleccién de nimeros reales o complejos. En espacios de dimensién
infinita también manipular las coordenadas resulta computacionalmente més practico que ma-
nipular los elementos del espacio. En el Apéndice A.5 damos el procedimiento iterativo para
constuir una base ortonormal a partir de un conjunto infinito de vectores.
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Expansién ortogonal

En esta seccién aprendemos a representar vectores de espacios de Hilbert en término de una
base infinita.

Teorema: Sea (e,) una base ortogonal en un espacio producto interno V. Para cualquier

x eV, vale
oo
x = E CnCn
n
donde ¢,, se obtienen de proyectar x sobre e,,:

(x,en) = (Z Cn€ny €m) = Z Cn(€nyem)

(z,em)

- Z Cnén,m<€m, em) = Cm(ema em) = Cp = (6 e )
m»y Em

n

Los coeficientes ¢,, se denominan coeficientes de Fourier generalizados

(x,ep) _ (x,e,)
(en, €n) |len|? .

Cp =

Teorema: Sea {ej,---,ey} un conjunto ortogonal en un espacio producto interno. Para
cualquier z, la mejor aproximaciéon de x

N
E Cn€n

n=1
se consigue con los coeficientes de Fourier generalizados. Ver Apéndice A.6.
Teorema: Sea S un subconjunto denso de un espacio producto interno V. Si (e,) es una base
de S, entonces (e,) también es base para V.

Este teorema completa los elementos necesarios para mostrar que Ls es un espacio de Hilbert:

i) El conjunto C§°[a, b] de funciones suaves que se anulan en a y b es denso en Cfa, b] con la
norma de L.

ii) Dado que Cla,b] es denso en Ls[a,b] implica que C§°[a, b] es denso en Lo[a, b].

nm(x—a)

(b—a) ~

iii) Cada funcién suave que se anula en a y b puede ser expandida por las funciones sin
La serie converge uniformemente.

iv) Dado que convergencia uniforme implica convergencia en media, significa que las funciones

7 (x

sin "(T;)“) forman una base para Cg°[a, b].

v) Por el teorema anterior, tenemos que sin % también es base para Lsla, b, y luego

Lsla,b] es completo y tiene una base, por lo que es un espacio de Hilbert.
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Desigualdad de Bessel: Si (e,) es un conjunto ortonormal (||e,|| = 1) en un espacio pro-
ducto interno, entonces para cualquier x en el espacio se verifica,

oe]
> leal® < [l
n

con ¢, = (x,ey,).

Relaciéon de Parseval: Sea (e,) un conjunto ortonormal en un espacio producto interno.
(en) es una base si y sélo si para cada x en el espacio se verifica,

[eS)
> el =112l
n=1

con ¢, = (x,ey,).

Teorema de Riesz-Fischer: Sea (e,) una base ortonormal para un espacio (real o complejo)
de Hilbert H de dimensién infinita. Si (c,) es una sucesién de niimeros tal que > |¢,|* converge,
entonces existe un x € H tal que

) =37 chen, y
i) ¢, = (x,e,).

Este teorema indica que todos los espacios de Hilbert de dimensién infinita son isomorfos
al espacio de las sucesiones [y, en este sentido, solo existe un espacio de Hilbert.

Descomposicién ortogonal

En esta seccion se introducen los conceptos para la interpretacion geométrica en la teoria de
espacio de Hilbert.

Definicién: Sea X cualquier subconjunto de un espacio de Hilbert H. El complemento
ortogonal de X es el conjunto

Xt={reH:x1X},
donde x L X significa que x L £ para todo £ € X.

Tanto X como X' son espacios de Hilbert.

Proyeccion ortogonal: Si E es un subespacio de un espacio de Hilbert H, entonces cada
x € H puede ser univocamente escrito como

r=y+z,

cony € Ey z e EL. El vector y es llamado proyeccién de z sobre E.

Definicién: Cada elemento de H puede ser escrito univocamente como la suma de un ele-
mento de £ y un elemento de E+, de modo que H es la suma directa de £ y E*,

H=E®E".

Si (e,) es una base de E y (f,) una base de E+, entonces (e,) y (f,) juntas forman una
base para H.
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Ejemplo: Consideremos la descomposicién de una funcién f(x) € C en su parte par e impar,

oty 1)
fimpar(x) = w € EJ_»

con C =E @ FE*.

El espacio E hace las veces del espacio de las funciones impares con los senos como base (e,,),
mientras E+ representaria al espacio de las funciones pares, con los consenos como base (f,).
Los coeficientes de Fourier usuales hacen las veces de los coeficientes de Fourier generalizado
¢, = (sinnz, f) o ¢, = (cosnz, f).

Teorema de Riez: Para cada funcional lineal continuo f sobre un espacio de Hilbert H,
existe un unico v € H tal que
flz) = (z,u)
para todo x € H, con (.,.) el producto interno definido en H.
En el Apéndice A.7 damos algunos elementos méas sobre funcionales en espacios normados
y espacio de Hilbert.

Definicién: Sea X, 1,29, -+ € H, con H un espacio de Hilbert, se dice que la sucesién (z,)
converge débilmente a X cuando n — oo si, para todo y € H

n—oo

(‘T’my) — (X7 y) :

Supongamos que el producto interno es el definido en Ly. Lo que dice la convergencia débil
es que una sucesion converge enmarcado en una integral, ain cuando la sucesién no converge
en el sentido usual, denominado convergencia fuerte.

Ejemplo 1 de 2: Sea (e,) un conjunto ortonormal infinito en un espacio producto interno.
Por el teorema de la desigualdad de Bessel, la serie >, |c,|* converge,

Do leal’ =) ew )P < 2l

n

donde hemos usado |(y, e,)| = |(en, y)|- Luego, para cada y

(en,y) = 0=(0,y),

lo que indica que la sucesién (e,) converge débilmente al elemento nulo. Pero, la sucesién (e,,)
no converge en el sentido usual,

e, - 0.

En el Apéndice A.8 damos algunos elementos mas sobre convergencia débil.

k

Ejemplo 2 de 2: Consideremos la funcién ¢*** cuando t — oo. Segtin el lema de Riemann-

Legesgue
/ o(k) e*t die =25 0 (1.4)
con ¢ funciones bien comportadas. La integral puede interpretarse como el producto interno

(¢, €™), Tuego, la funcién e?** converge débilmente pero no converge en el sentido usual (con-
vergencia fuerte).

Actividad: Pensar un argumento plausible para justificar la convergencia a cero de la integral.
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Chapter 2

Representacion Espectral

En este capitulo se dan los elementos matematicos relativos a operadores para definir bases
en el espacio de Hilbert. Se introducen los autovectores de un operador y la representacién
espectral en término de proyectores. Todos estos conceptos tendran una realizacion especifica
en Mecanica Cuantica.

Modificado: 2024.02.14

Contenido: Operadores. Espacio de Banach de operadores. Operadores autoadjuntos y
unitarios. Operadores compactos. Proyectores. Teorema espectral.
Contenido Apéndice: ...

Fuente: D. H. Griffel. Applied functional analysis. John Wiley and Sons. New York (1981).
Capitulos 6, 8 y 9.

Dedicacién: dos (2) clases.

2.1 Operadores en espacios normados

En esta seccion definimos propiedades de operadores en espacios normados.

Definiciéon: Sean N, M espacios vectoriales. Un operador A : N — M es lineal si, para
escalares a, b y todo =, y € N, se verifica

Alaz + by) = aAzx + bAy .

Ejemplos:

e El operador integral T': Cla,b] — C|a,b] es lineal.

El operador integral T': Ly[a,b] — Ls|a, b], con nicleo integral acotado es lineal.

El operador diferencial D : C'[a,b] — C/[a, b] es lineal.

Las distribuciones son lineales.
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Definicién: Sean N, M espacios normados, y X un subconjunto de N. Un operador T :
X — M es continuo en un punto x € X si para cada € > 0 existe § > 0 tal que, para todo
yeX,

|Tx—Ty|| <e

tal que ||z — y|| < . El operador T es continuo en el subespacio X, si es continuo en
todos los puntos de X.

Ejemplo: El operador T' en R? que traslada cada elemento verticalmente una unidad 7T :
x = (r1,73) = (21,22 + 1) es continuo.
Veamos...

[Tz — T'|| = ||(z1, 22 + 1) — (&), 2h + D)|| = ||(x1 — 2}, 20 — 2)|| = ||z — 2| < €.
Por otro lado,
2 — /|| = [[(e1,22) — (&, 2| = [l(21 — 5,20 — )| < 6

Luego, para cada € podemos tomar § = ¢ para que se verifique || — &’|| < §. Esto vale para
cualquier ' € R?, luego T es continuo en R2.

Definicién: Sean N, M espacios normados, y X un subconjunto de N. Un operador T :
X — M (no necesariamente lineal) es uniformemente continuo sobre X si para cada ¢ > 0
existe & > 0, dependiendo sélo de ¢ tal que

[Tz =Tyl <e

siempre que ||z — y|| < 4.

Ejemplos:

o I':x = (x1,23) - & = (r1,29 + 1) es uniformemente continuo porque 9, depende sélo
de € y no de o'.

e En cada espacio normado N, la norma z — ||z|| es una transformacién uniformemente
continua.

e El operador integral T en el espacio Ls, con nincleo integral K(z,y) acotado, es uni-
formemente continuo.

Teorema: Si un operador lineal A: N — M es continuo en cada punto z € N, entonces
el operador es uniformemente continuo en N.

Definicién: Sea A un operador (no necesariamente lineal) de N — M, con N, M espacios
normados. El operador A es acotado si, para todo x € N, existe un ntimero m tal que

|[Az[| < ml|z]].
Teorema: Para un operador lineal, continuidad y acotado son equivalentes.

Definicién: En un espacio normado, un conjunto acotado es un conjunto tal que todos sus
puntos estan a una distancia finita de cualquier punto dado.
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Teorema: Un operador lineal es acotado si y s6lo si mapea cada conjunto acotado en un
conjunto acotado.

Definicién: Si A es acotado se define su norma como

|| A]| zsup{M 'X € N,X#O} .
[l
Luego,
[ Az[| < [|A[[ []]

Ejemplo: Consideremos un operador integral sobre Lo[a,b]. Si el nicleo integral K es de
Lipschitz (ver Apéndice A.2), entonces K es un operador acotado. Del andlisis que hicimos alli
tenemos que para el operador

b
T f / K (. y)f (y)dy

b b 1/2
17l < ( [ 1K<x,y>12dxdy)

Con una definicién de norma para operadores estamos en condiciones de definir espacios
normados de operadores.

resulta

Definicién: Si N, M son espacios normados, el conjunto de todos los operadores lineales

acotados N — M es un espacio normado con las operaciones de suma (A+ B)xr = Ax+ Bz,

producto con escalar (cA)x = ¢(Azx) y norma ||A]| = sup {M cx € N,z # O}. Este espacio

(]|
es denotado como

B(N, M).

Definicién: El espacio B(N, M) de operadores lineales acotados N — M es un espacio de
Banach si el espacio M es de Banach.

Definicién: Si A, B € B(N, N), entonces el operador AB definido como
(AB)x = A(Bx)
para todo x € N define el operador producto AB, el cual es acotado y lineal, y satisface
1ABI[ < [|AJ[[IBII-

Propiedades:

e (AB)C = A(BC)

e (A+B)C =AC + BC

e A(B+C(C)=AB+ AC

Definicién: La indentidad Iy : N — N es el operador que mapea cada vector de N en si
mismo. Usualmente lo notamos I en lugar de Iy.
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Definicién: Si z1,29,--- son elementos de un espacio normado, se dice que la serie ),
converge absolutamente si la serie de nimeros ) ||z,|| converge.

Teorema: Una serie absolutamente convergente en un espacio de Banach es conver-
gente.

Series absolutamente convergentes de operadores lineales acotados de un espacio de Banach
pueden ser reacomodadas y multiplicadas término a término (como en el andlisis usual).

Los teoremas que siguen dan un criterio para la convergencia de series de potencia de
operadores en término de convergencia de una serie asociada a nimeros.

Teorema: Sea A € B(N,N), y sea (c¢,) una sucesién de nimeros. Si la serie

oo

> callAll"

n=0
converge absolutamente, entonces la serie de operadores

o0

Z c, A"

n=0

converge absolutamente a un elemento de B(N, N).

Definicién: Un operador A : N — M es invertible si para cada © € M existe uno y sélo
un y € N tal que Ay = x. El mapeo
=y

es llamado inversa de A, y lo denotamos como
y=A"z.

Teorema: Sea A un operador lineal acotado N — N con N un espacio de Banach. Si ||A|| < 1

entonces I — A es invertible,
(I - A)_l )

acotado, y
1

(=AM < —r-
1—{lA]]

2.2 Operadores Unitarios

En esta seccién definimos operadores en espacio de Hilbert. Recordemos que pueden definirse
en ellos una norma.

Definicién: Si A: H — H es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H, entonces
existe un unico operador A* : H — H tal que

(z, A%y) = (Az,y)

para todo z,y € H. El operador A* es lineal y acotado, con ||A*|| = ||A]| y (A*)* = A, y se
lo denomina adjunto de A.
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Ejemplos:

e Sea A : R" — R" un operador que multiplica cada vector por una matriz real M de
n xmn,

Alx) = Mz.

Sea M* la matriz adjunta de M correspondiente al operador adjunto A*, resulta que M*
es la matriz traspuesta de M.

Veamos...
= Z Z Aﬂxly] Z T Z Amyj

e Sea A : C" — C™ un operador que multiplica cada vector por una matriz compleja M de
n xn, A(x) = Mz. En este caso M* es la traspuesta conjugada M.

e Sea A: Ls|a,b] — Ls[a,b] un operador integral

/ K(z,y)f(y)dy ,
con K una funciéon continua. Luego,
(f,A%9) = (Af,9)
- [(nwi

= /ab U:K(x,y)f(y)dy} g(z)dz
= /ab U;K(:v,y)mdx] fy)dy

intercambiamos x <> y tenemos

Luego,

/Ky, y)dy,

esto es, el adjunto del operador integral es un operador integral con un nicleo que se construye
a partir del primero intercambiando las variables y conjugando.

Definicién: Un operador lineal acotado es autoadjunto o hemitiano si

A*=A.
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Ejemplo: Si el niicleo integral del ejemplo anterior fuera real y simétrico, esto es,

K(z,y) = K(y,z),

resultaria que A* coincide con A, luego A es autoadjunto.
Veamos...

(. A%g) =1 (Af,g) = / (Af)(2)g@)dz

=/ :/abm,y)f(y)d dx—/ U K (z,5)3(®) ]f(y)dy
~ [ b / K Da()dy| Fla)dr = / { / K(z,9)g dy‘ di

= (f, Ag)

Teorema: Si A es autoadjunto, entonces (u, Au) es real para cualquier u.
Veamos...

(u, Au) = (Au,u) = (u, Au) .

Definicién: Si A es un operador acotado autoadjunto, entonces, su norma es

1Al = sup{[(x, Ax)[ : []x]| = 1},

Teorema: Sea A un operador autoadjunto sobre H y sea V el rango de A. Si V' es denso en
H, entonces A: H — V es invertible.

Definicién: Un operador lineal acotado sobre un espacio de Hilbert H es llamado unitario
si

A"A=AA"=1.

Notar que los operadores unitarios son invertibles

Si A es unitario entonces
[Az][ = ||]
para todo x € H, esto es A no cambia la longitud. Geométricamente, puede intepretarse como

una rotacion.

Ejemplo: La siguiente exponencial del operador autoadjunto B es unitaria,

GiB .

En Mecanica Cuéntica, esta clase de operadores estdn asociados transformaciones de simetria
(rotacion, traslacion, etc.)

Teorema: Todos los autovectores de un operador unitario tienen médulo unidad, y au-
tovectores de autovalores diferentes son ortogonales.
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Teorema: Si A es un operador autoadjunto de un espacio de Hilbert, entonces todos sus
autovalores son reales, y autovectores de autovalores diferentes son ortogonales.
Veamos...

Sea
Ar = \x :

e Sobre autovalor real,

(Az,x) = Mz, ) = A\(2, 2)
(Az,x) = (x, A*2) = (z, Ar) = (1, \o1) = Ao(z, 7)
= \o(7,2) = A\o(, 2)
con (x,7) # 0. Luego, \, = A\, € R.

e Sobre ortogonalidad,

(Ay,l‘) = ()\yy,l') = /\y(y,a:)
(A%m) = (y,A*x) = (yan) = (ya )‘xx) = j‘x(y>x) = )\I(y,x),

restando miembro a miembro
0=(Ay = A)(y, )
si Ay # A, entonces (y,x) = 0.

Teorema: Si A es un operador acotado y A un autovalor de A, entonces lo autovalores

estan acotados por la norma de A,
Al < [IA]].

2.3 Operadores compactos

Comencemos definiendo conjunto compacto y conjunto relativamente compacto.

Definicién: Un subconjunto S de un espacio normado B es compacto si cada sucesién de
elementos de S tiene una sub sucesion la cual converge a un elemento de S.

Ejemplos:

e Existe un teorema del analisis clasico que afirma que cada sucesién infinita de nimeros
reales en un intervalo cerrado tiene una sub sucesion convergente, luego, los intervalos
cerrados en R son compactos.

e Los intervalos abiertos en R no son compactos. Por ejemplo, en (0,1) la sucesion
1/2,1/3,--- converge a 0. Luego, cada sub sucesién converge a cero y ninguna sub
sucesién converge a un elemento de (0, 1).

Definicién: Un subconjunto S de un espacio normado N es relativamente compacto si
cada sucesion en S tiene una subsucesion que converge a un elemento de N.

A diferencia de la compacticidad no pide que la sub sucesion converja en S sino en N, luego,
la clausura de S es compacto.

Ahora si estamos en condiciones de definir operadores compactos.
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Definicién: Un operador A sobre un espacio normado es compacto si mapea cada conjunto
acotado en un conjunto relativamente compacto.

Teorema: Para operadores lineales, compacticidad es mas fuerte que acotado; cada oper-
ador compacto es acotado, pero no vale la inversa.

Teorema: Cada operador lineal acotado en un espacio de dimensién finita es compacto.

Teorema: En un espacio de dimension infinita, cada operador lineal acotado cuyo rango es
finito es compacto.

Ejemplos:
e El operador integral
2
Tu— [ costa =~ pyuty)dy.
0

mapea cada funcién en una combinacién lineal de sinx y cosx (ver detalles el pag. 227
del libro), esto es, en un subespacio de Ls[0,27] de dos dimensiones, por lo tanto, T es
compacto.

e Si K(x,y) es continuo para a < z,y < b, y f(y, z) es continua para a <y < by todo z,
entonces el operador integral T : Cla, b] — Cfa,b] es compacto,

(Tu)(z) = / K (2. 9) (4, uly))dy.

e El operador identidad es acotado pero no compacto en un espacio de dimensién infinita.

e El operador lineal integral T sobre Ls[a,b] con nticleo integral K es compacto si K es
acotado, ff fab |K (z,y)|*dzdy < .

El Apéndice A.9 introduce operadores integrales compactos con nicleo separable.

Todas las definiciones y teoremas introducidos hasta el momento fueron necesarios para
justificar que los autovectores de operadores autoadjuntos compactos sobre un espacio de Hilbert
forman una base para el espacio. Recordar que en el capitulo anterior aprendimos sobre las
propiedades de las bases pero no se dio una forma de determinarla.

Teorema espectral: Sea A un operador compacto autoadjunto sobre un espacio de Hilbert
H. Entonces H tiene una base (e,) consistente de autovectores ortonormales de A. Si H es de
dimensién infinita, los autovalores A, — 0 cuando n — o0, y si

T = E Cn€n ,

n

entonces

Ax = Z AnCn€n .

El hecho que H tenga una base ortonormal que son autovectores de A es equivalente a lo
siguiente: si tomamos una base ortonormal para cada autoespacio E; de A, entonces la unién
de todos estos conjuntos es una base ortonormal de H, esto es

H:El@EQ@
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Definicién: Un conjunto completo en un espacio producto interno es un conjunto tal que
el tnico vector ortogonal a todos los miembros del conjunto es el vector nulo. Un conjunto
ortogonal completo es lo mismo que una base. Un conjunto ortogonal de vectores en un
espacio producto interno es completo si y sélo si es una base.

Teorema: Si Ay B son operadores autoadjuntos compactos que conmutan, esto es
AB = BA,

entonces, ambos tienen un conjunto ortonormal completo que son autovectores a ambos.

Definicién: Suele usarse la siguiente expresién para notar operadores que conmuntan
[A,B] =0,
donde a [+, -] se le llama conmutador y significa

[A,B] = AB — BA.

2.4 Proyectores

Definicién: Sea S un subespacio del espacio de Hilbert H. El operador P : H — S, definido
por
Pr=uy,

conx=y+z,x € H ye Syz LS, se denomina operador proyecciéon sobre S, siendo el
subespacio S el rango de P.

Teorema: Un operador proyeccién P es lineal, acotado, autoadjunto, y satisface P? = P. Si
P # 0, entonces, ||P|| = 1.

Teorema: Si P es un operador lineal autoadjunto acotado con P? = P, entonces P es un
operador proyeccion.

Definicién: Dos subespacios S y T de un espacio de Hilbert son ortogonales si (s,t) =0
para todo s € Sy todot € T.

Definicién: Dos proyectores P y () en un espacio de Hilbert H son ortogonales, si sus
rangos son subespacios de Hilbert ortogonales.

Teorema: Si Py () son proyectores ortogonales, entonces

PQ=0.

Definicién: Un conjunto {P,} de proyectores es llamado conjunto ortogonal de proyec-
tores si

i) P; es ortogonal a P; para todo i # j.

ii) P; # 0 para cada i.
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Ejemplo: Sea (e,) una base ortonormal de H, y sea que para cada r, P, es el proyector
del subespacio unidimensional E, expandido por e,. Si r # n, los subespacios E, y E, son
ortogonales, y los proyectores P, y P, son ortogonales. {P,} es un conjunto ortogonal de
proyectores.

Teorema espectral en término de proyectores: Sea A un operador autoadjunto compacto
sobre un espacio de Hilbert H, con autovectores ortogonales ey, es, - - - y autovalores Ay, Ao, - - .
Sea P, un proyector sobre el subespacio expandido por e,.. Entonces, para cada x € H

x:ZPrx,
A=>"\P,.

Ejemplos: Sea A=) A\, P, entonces
A" =) "N'P,

p(A) = p(A)P con pla) = aa°

f(A):Zf()\T)PT con f()‘)—)o
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Appendix A

Material Complementario

Este apéndice contiene informacion que complementa o contextualiza conceptos para una mejor
comprension de los temas desarrollados en los capitulos anteriores.
Los temas contenidos en este apéndice no entran en la evaluacion del curso.

A.1 Punto fijo

Las soluciones z a la ecuacion
r="Tx

son denominadas puntos fijos de la transformacién 7', con x un elemento del espacio normado.

El interés en ecuaciones de la forma x = Tx radica en el hecho que muchas ecuaciones de
la Fisica Matematica pueden reescribirse de modo que tengan esta estructura. Lo préactico de
esta formulacién es que, mediante un procedimiento iterativo, se podria hallar las soluciones
de interés. Esto es, comenzando con una solucién aproximada zq, resultarda que Txy # g
pero podria ser que x; = T'xy sea una mejor aproximacion a la solucién exacta x que xg. Si
el razonamiento fuera correcto, sucesivas aplicaciones de T', esto es, Txy = xo, Ty = 23, -,
llevarfa a que x,, (con x,, = Tx,_1 y n suficientemente grande), estaria mas 'cerca’ de x. Las
soluciones x,, generan una sucesion que se espera converja a la solucion exacta x.

Ejemplo que converge: = =Tx conT = cos,y z € [0,7/2].

Ejemplo que no converge: = =Tx conT =tg,y x € [m,31/2].

Para garantizar la convergencia del proceso iterativo introducimos algunas definiciones y
enunciamos el teorema de la contraccion.

Definicién de contracciéon: Una transformacién T : X — X, con X un subconjunto de un
espacio normado N, es denominada una transformacién de contraccion si existe 0 < a < 1 tal
que7

[Tz — Ty|| < allz -yl

para todo z,y € X.

El siguiente caso muestra la sutileza en la definicién. Sea T': RT™ — R, con Tz = f(z) =
x + e *. Luego,

|f(x) = f(y)

Tz = Tyl| = |f(z) = f(y)] = =y |Ifc—yl =1/ (©llz =y
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con £ > 0. El coeficiente a = |f"(£)| < 1 pero, debido a que f'(¢) =1 — e* puede aproximarse
a 1 tanto como uno quiera, por lo que no satisface la condicién de contraccién. (notar que si
fuera una constante tan cerca como un quiera no habria problema, pero en este ejemplo no es
una constantel!).

El siguiente teorema garantiza que la sucesion z, generada a partir de T™ converja a un
elemento del espacio donde T" fue definido.

Teorema de la contraccion: si T : X — X es una contracciéon de un subconjunto cerrado
X de un espacio de Banach (espacio normado completo), entonces existe exactamente un z € X
tal que T'x = . Para cada xy € X, la sucesién (z,,) definida por z,1 = Tz, converge a x.

Demostracion del teorema de contracciéon: Desarrollemos la demostracién porque nos
da una forma practica de computar la solucién. Vamos a ver que (i) sucesién (z,) definida por
la contraccion es de Cauchy (no perder de vista que el espacio es completo!), (ii) el limite de la
sucesion es un punto fijo y (iii) que la solucién es tnica.

(i) Veamos que es una sucesiéon de Cauchy: Sea m > n, entonces
|Zm — || < [|l2m — Tt ]l + [Tm-1 — T2l + - + |[Tng1 — 20|

donde hemos usado la desigualdad triangular. Veamos como acotar cada uno de los términos
de la derecha.

@py1 — 2p|| = || Twp — Tog-a]|
< a'l|zy — || = ||Twp-1 — Twps|
< a?||mp_y — po|| = |Top_o — Tap_sl|
< aink;—(i—‘rl) — Tp—|

< a"||z1 — xol|

Luego, en el desarrollo de ||z, — x,||, acotamos cada sumando con la desigualdad
|71 — @l < @¥[|21 — ol|-
Entonces,

|zm = @nl| < [|2m = 2mall + [[2m1 = Tl + -+ + [[2n1 — 24|
< (a4 am P4+ a) || — wol|

<a" (™" a4 1) (|2 — |
1 — am—n—l a” am—l
<" gy — x| = _ _
< T e -l = (15 = T o =
an
Sl_a||931—$0||

donde hemos usado a* + a1 +---+1=(1—-d")/(1 — a).
Luego, ||z, — x,]| = 0 cuando n — oo, lo que muestra que (z,,) es una sucesion de Cauchy.
Debido a que el espacio es completo, la sucesion (x,,) es convergente. Llamando Z al limite,
resta mostrar que 77 = Z y que T es Unico.

29



(ii) Veamos que el limite es un punto fijo: Esto es, que Z verifica Tz = .

Tz —z|| = ||Tz — Tx, + Tz, — Z||
<|ITZ = Ty + [Ty — 2]
<ITz = Tan|| + [[ens — 2]

< al|z = zpl[ + (|7 = 2 ]

cuando n — oo ambos término tienden a cero, luego ||Tz — z|| tiende a cero, y Tz — z = 0,
que es lo que queriamos demostrar.

(iii) Veamos que el limite es tnico: supongamos que Tz =z y Ty = y. Entonces
|z —yll =Tz — Tyl| < al|lz -yl

lo cual es una contradiccién, a menos que ||z — y|| = 0, luego = = .

A.2 Ecuaciones integrales

La tecnologia para hallar soluciones utilizando el teorema de punto fijo no puede utilizarse
para resolver ecuaciones diferenciales en forma directa, porque el operador diferencial no es una
contraccion. Pero convirtiendo la ecuacién diferencial en una integral resulta en un problema
que es resoluble por el teorema de punto fijo. Primero mostramos un ejemplo donde un operador
diferencial no define una contraccion.

Sea

para todo x y sea

La cantidad
|IDf — Dgl| = ||n cos n’z|]

con D el operador derivada, puede hacerse tan grande como uno desee. Mientras

sinnx

L —gll =

puede ser tan pequeno como queramos, tomando n suficientemente grande. Luego, el operador
D no define una contraccién, pues no existe 0 < a < 1 que satisfaga ||[Df — Dg|| < a||f — ¢||
para todo f y g en el espacio normado C.

Estamos interesados en ecuaciones integrales de la forma,

b
ulz) — A / K (2, u(y))dy = f(x)

Introduzcamos algunas definiciones y condiciones para que la solucién de punto fijo converja.
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Condicién de Lipschitz: Una funcién F(x) se dice que satisface la condicién de Lipschitz
si existe una constante k tal que

|F'(21) — F(22)| < klog — 2o

para todo 1, zs.

Observacion: Si F' es diferenciable y |F'(x)| < k para todo x, entonces F' satisface la
condicién de Lipschitz. El reciproco no es cierto, esto es, una funcién que satisface la condicién
de Lipschitz, no necesariamente I’ es diferenciable.

En lo que sigue listamos las condiciones para las cuales la ecuacion u(x)—A fab K(z,y,u(y))dy =
f(z) tiene solucién en el espacio Ls.

Teorema sobre la existencia de solucion de la ecuacion integral: La siguiente ecuacién
integral

b
uw) =\ [ K pulw)dy = hia)
tiene una solucién unica u € Ls|a, b], si
e h € Lsa,b
e K satisface una condicién de Lipschitz con respecto a su tercer argumento,
K (29,20) = K(@9,22)] < N(@,p)|1 - 2|

para todo z1, 2o, donde N es de cuadrado integrable con

b b
/d:v/ dy|N(z,y)|* = P*

e K(x,y,0) es continua para x,y € |a, b]

o N <+

A.3 Ecuacion de Sturm-Liuville

Apliquemos la transformacion y condiciones de la seccién anterior a la ecuacién de Sturm-
Liuville, con condiciones de borde u(0) = u(1) = 0,

u"(x) + Af(x)u(z) =0

—g"(z,y) = 0(x —y)

u(r) = A i K(z,y)u(y)dy
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notamos que

h(l’) =0¢€ L2

K(z,y,u(y) = g(z, ) f(y)uly) = K(z,y,2) = g(z,y) f(y)2
donde K(z,y,z) debe verificar
|K(‘Ta Y, Zl) - K(l’,y, 22)| < N(l’, y)|21 - ZQl

de modo que N(z,y) = [g(z,y) f(y)]-
El teorema afirma que existe una solucién tnica si A < P!, donde

P = (/abdx/abdy|]\f(x,y)|2)l/2

Pero la ecuacion siempre tiene la solucién trivial por solucién, lo que implica que la soluciéon
u(z) =0

es la tinica solucién si A < P71,
Por lo expuesto, se infiere que no existen autovalores, esto es, valores de lambda para los
cuales la ecuacién u”(z) + Af(z)u(xr) = 0 tenga solucién no trivial cuando A < P~'. Luego,

todos los autovalores satisfacen
b b
[ o [ aslote. s

lo que da una cota o estimacién 1util para la determinacién de los autovalores.

~1/2
A=

En la Secc. 1.2 damos un ejemplo numérico calculando el primer autovalor de la ecuacion
de Sturm-Liuville para f(z) = 1.

A.4 Demostracion de la desigualda de Schwartz

En este apéndice se demuestra la desigualdad de Schwartz |(z,y)]* < (z,2)(y,y).

Demostracién de |(x,y)|* < (z,2)(y,y): Para cualquier escalar c resulta,

0<(z—cy,x—cy) = (v —cy,x) + (z — cy, —cy)
= (z,2) + (—cy,z) + (x, —cy) + (—cy, —cy)
= (z,2) — c(y,2) — &z, y) + |c*(y,)
= (z,2) = c(y,x) — ¢ (y,x) + |c[*(y,y)
= (z,2) — 2Relc(y, x)] + |c[*(y. y)

luego,
0 < (z,2) — 2Rele(y, 2)] + |c[*(y,9) -
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(z,y)
(v,y)

Para (y,y) # 0, sea ¢ =

0 < (z,2) — 2Rec(y, 2)] + |c[*(y, y)

B o (a:,y) T (I’,y)

< (x,x) — 2R W) (vy, )} + W.7) (Y, )
@) | @)

< (z,x) —2Re ) } + ‘ . 1) (v,9)

< (z,r) — 2|(x,y)|2 - @)l

(y,v) (v, )

@)l
<@ =0

donde hemos usado que el corchete y (y,y) son magnitudes reales.
Luego,

0 < (2,2) — % (@) < (22) (5, )

Demostracion de la |(x,y)|* = (v, x)(y,y) para z, y l.i.:
(Vuelta) Si x e y son linealmente dependientes, entonces x = cy (suponiendo y # 0) para algin
escalar c. Entonces

(2, 9)* = |(cy, v)|> = | |y, )
=cc(y,y)* = cc(y,y)(y,v)

= (v, ey)(y,y) = (z,2)(y,y)
Luego, |(z,v)|* = (z,2)(y,y). donde hemos usado que (y,y) es real.

(Ida) Sea |(z,y)|* = (z,7)(y,y) y veamos que son linealmente dependientes buscando coefi-
cientes no nulos que den ax + fy = 0. Para cualquier «, 3, tenemos (repitiendo el desarrollo
anterior)

(ax + By, 0z + By) = |of*(z, x) + 2Re[ap(z,y)] + |B]*(y. y)

= lo|*(z,2) + 2|al [8](z,y)| cosd + [B[* (v, )

donde § depende de las fases de «, 5y (z,y). Elegimos las fases de «, 5 tal que 6 = 7. Entonces

(a + By, 0z + 8y) = (ol /G 2) = 181/ @) )

Sea que elegimos las magnitudes de a y 5 de modo la ecuacién de arriba se anule, esto muestra
que ax 4+ Py =0 con a y [ no nulos.
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A.5 Ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Dada cualquier sucesién (f,,) de elementos de un espacio producto interno, existe una sucesién
ortogonal (g,) tal que cada combinacién lineal finita de f,, es una combinacién lineal de g, y

vice versa.
Por ejemplo, a partir de los monomios f,(x) = ", que no son ortogonales, podemos generar
un conjunto infinito de funciones que forma una base ortogonal, y luego, eventualmente, ortonor-

mal.
Construccion de la base:

e Construccion de una sucesion linealmente independiente: Construyamos primero una
nueva sucesién (F),) a partir de (f,,) eliminando el vector nulo cada vez que aparezca en
(fn), v también quitando cualquier f, que sea una combinacién lineal de los elementos
precedentes de la sucesion. Entonces (F),) es una sub sucesién de (f,) , y cualquier
subconjunto finito de (F,) es linealmente independiente,.

e (Construccion de la base ortonormal. Proceso de Gram-Schmidt: Siguiendo, construimos
(g9,) a partir de (F},) paso a paso.

— Tomemos
g1 = I

— Tomemos g, = F, + cgy, con ¢ tal que (ga, g1) = O:

1,
0= (92’g1) - (F27gl> + (le»gl) = C = —M
(91, 91)
Luego,
Iy,
g2 = Fa — (£ 91)g1
(91791)
— Tomemos g3 = F3+dga+eg; con d, e determinados a partir de (g3, g2) = (g3, 91) = 0.
L,
0= (93,92) = (F3,92) + d(g2, 92) + €(g1,92) = d = (B, 90)
(92792)
I,
0= (g3, 91) = (F3,91) + d(g2,91) + e(g91,91) = e = _(Fy91)
(glagl)
Luego,

(Fsygz)g ~ (F3,91)

= [h —
Y (92007 (g, m)

451

Ya tenemos la sistemaética:

091=F1

* 9= P G

_ _ (F3,92) (F3,91)
° g3=1F3 (92,g2)92 (g1 gl)g
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A.6 Mejor aproximacion

Dado un conjunto ortogonal finito {ey,--- ,en}, los coeficientes ¢, que minimizan

N
||z — Z Crénl|
n=1

son los de Fourier ¢, =

Veamos...

Sea
(:r, en)
[lenl[?

y mostremos que la mejor aproximacién implica d,, = 0.

N
x,e xe
HIL'—§ CnenH2:<x_Z ‘@ ‘T2 n E dn n,iL’—§ : |€ |TQ n E den)
n=1

Cn = +dn

|(z, e
= ||=l|* - Z ﬁg + 3 ldal?llenl?

n

El término de la derecha es minimo cuando d,, = 0 para todo n.

A.7 Funcionales en espacios normados y de Hilbert

Los funcionales son los operadores mas simples en el espacio de Hilbert y son la base para la
teoria de operadores autoadjuntos que introduciremos en el siguiente capitulo.

Definicién de funcional en espacio normado: Un funcional sobre un espacio normado
es un mapeo desde el espacio a los nimeros reales o complejos. Un funcional lineal f es un
funcional que satisface f(az+by) = af(z)+bf(y), con ay b cualquier nimero (real o complejo)
y x e y cualesquiera elementos del espacio normado.

Ejemplo: Para cualquier v € R? fijo, podemos definir un funcional f, : © — v - x para

todo ® € R3, el cual es lineal.

Teorema. Continuidad de funcionales lineales: Si un funcional lineal es continuo en
cada punto, entonces es uniformemente continuo'. Luego, un funcional lineal es o discontinuo
en todo lugar o uniformemente continuo en todo lugar, por lo que llamaremos a un funcional
lineal uniformemente continuo simplemente 'continuo’.

Ejemplo 1 de 2: En el espacio C[—1, 1] con la norma del supremo, el funcional

Ay ¢ — ¢(0)

es continuo.

1Un funcional es uniformemente continuo si para cada € > 0 existe un § > 0, dependiendo de ¢, tal que
|f(z) — f(y)| < e siempre que [[z —y[| <4
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Ejemplo 2 de 2: En el espacio C[—1, 1] con la norma en media el funcional
Ay — $(0)

es un funcional diferente a A;, porque esta definido en un espacio normado diferente, y es un
funcional discontinuo.

Sobre los ejemplos 1 y 2: Veamos porqué A; es continuo y As es discontinuo. Sean

¢, ¢ € C[=1,1]

e tenemos
[A1(¢) — Ar(¥)] = [¢(0) — (0)] < |[¢ — ]

de modo que se satisface la definicién de uniformemente continuo con § = ¢.
Observacion: Este funcional se parece a la delta definida en las distribuciones, pero
es diferente, pues esta definido en un espacio diferente y la definiciéon de continuidad es
diferente.

e La sucesiéon de funciones
2

fulw) = nbe

es convergente, con ||f,|| — 0 cuando n — oco. Pero Ay mapea f, en n'/%,

00l

Ao(fn) = fn(0) = ns

la cual es una sucesién divergente, luego, As no es continua. Si lo fuera, entonces el
teorema sobre mapeos continuos de sucesiones convergentes? seria violado.

Definicién de funcionales acotados: Un funcional f es acotado si existe un nimero A tal
que
|f(@)] < Allz]]

para todo x en el espacio.

Teorema. Funcionales lineales acotados: Un funcional lineal es continuo si y sélo si es
acotado.

Definicién de funcionales en espacio de Hilbert: En el espacio de Hilbert existe la
siguiente clase importante de funcionales: para cada u en el espacio existe un funcional x

x— (z,u).

Proposiciéon: Si u es cualquier miembro fijo de un espacio de Hilbert H, el funcional f : x —
(z,u) es lineal y continuo.

Observacion: En un espacio real el funcional z — (u, z) es tambien lineal y continuo, dado
que el producto interno es simétrico. Pero en un espacio complejo este funcional no es lineal,
dano que (u,ax) = a(u,x). Los funcionales con esta propiedad son denominados funcionales
antilineales.

2Sea T : X — M continuo en z € X, donde X C N,y M y N son espacios normados. Si (z,) es una
sucesién en X con x,, — x en N, entonces T'x,, — Tz en M.
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A.8 Convergencia débil

En esta seccién damos algunos elementos complementarios sobre la convergencia débil intro-
ducida en la seccion 1.3.

Definicién de convergencia débil: Una sucesion (z,) en un espacio de Hilbert H converge
débilmente si para cada y € H la sucesién de nimertos (z,,y) converge.

Ejemplo: Veamos un ejemplo donde una sucesiéon no converge en la forma usual, denom-
inada convergencia fuerte, pero si en la débil. Sea (e,) un conjunto ortonormal infinito en
un espacio producto interno. Por el teorema de la desigualdad de Bessel (3 |c,|* < [|z||?, con
¢n = (z,€,)) la suma

Z [(y,en)|*  converge

luego,
(y7 €n> — O

para cada y. Pero ||e,|| = 1, por lo que
e, - 0.
La definicion anterior de convergencia no involucra la idea de un elemento limite, pero éste

podria existir. Veamos la siguiente defincién.

Definicién de convergencia débil de x,, a X: Si X, x;, x5, -+ pertenecen a un espacio de
Hilbert H, se dice que x,, — X débilmente cuando n — oo si

(@n,y) = (X, y)
para todo y € H.
Observaciéon muy importante: de las dos definiciones de convergencia débil dadas pareciera
concebible que una susecién converja débilbente pero que no converja (débilmente) a ningtin
elemento de H, pero no es el caso. Se puede demostrar (auque la demostracion es muy sutil y al-

tamente técnica) que cada sucesién débilmente convergente tiene un limite débil (lo enunciamos
en un teorema mas abajo).

Proposicén: Cada sucesion débilmente convergente en un espacio de Hilbert es acotada (se
usa para demostrar el teorema que sigue).

Teorema: Si (x,) es una sucesion débilmente convergente en un espacio de Hilbert H, en-
tonces existe X € H tal que x,, = X débilmente.

Propiedades de la convergencia débil:

e Siz, — X ey, — Y, ambas débilmente, entonces
ax, + by, — aX + bY
débilmente para cualesquiera escalares a y b.

e Los limites débiles son unicos, esto es, si z,, - X; y x, — X, ambas débilmente, entonces

X1:X2.
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Proposiciéon: Si z,, — X fuertemente, entonces x,, — X débilmente.

Teorema: Cada sucesion acotada en un espacio de Hilbert tiene una sucesion débilmente
convergente.
A.9 Operadores completamente continuos

Este apéndice da informacién complementaria y una clase particular de operadores compactos.

Teorema. Limite de operadores compactos: Sean A, A;, A,,--- operadores N — M,
donde N es un espacio normado y M un espacio de Banach. Si A; es compacto para todo 7 y
A; = A cuando 7 — 00, entonces A es compacto.

Definicién de niicleo integral separable: El operador integral A : Ly[a,b] — Ls|a, b

b
(Au)(z) = / K (2, 9)f (y)dy

se dice que tiene nicleo separable si
Ko = Y p@)as).
i=1
con p;, q; € Lofa,b] parai=1,---  n.
Lemma: Un operador con niticleo separable es compacto.

Teorema. Operador integral compacto: El operador lineal integral sobre Ls[a,b] con
nicleo K es compacto si la siguiente integral converge

b b
/ / |K (2, y)dxdy .

Teorema: Si x, — x débilmente y A es un operador lineal compacto, entonces
Ax, — Az fuertemente.

Tales operadores se denominan completamente continuos.

A.10 Propiedades de autovalores

Proposicion: Si A es un operador acotado autoadjunto, entonces existe un nimero A y una
sucesion (x,) con ||z,|| = 1 para todo n, tal que Az, — Az, — 0 cuando n — oco. El nimero

A es igual a ||A|| o —||A]].

Teorema: Si A es un operador lineal autoadjunto compacto, entonces tiene un autovalor
A igual a [|A|| o —||Al]; existe un correspondiente autovector normalizado el cual maximiza
|(z, Ax)| con ||z|| = 1, y el maximo valor de |(z, Ax)| es |A|.

Observacion: Este teorema no solo garantiza la existencia de un autovalor sino que también
da un técnica para hallarlo. Por otro lado, repitiendo el procedimiento pueden obtenerse in-
finitos autovalores!.
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Proposiciéon: Si A es un operador compacto autoadjunto sobre un espacio de Hilbert H,
entonces A tiene un conjunto ortonormal de autovectores ey, ey, - -+ con autovalores Aj, Ag, - - -,

y para cualquier x € H
T = Z Cnep +y

para escalares c,, con Ay = 0. Si H es de dimension infinita, entonces A,, — 0 cuando n — oc.
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