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Chapter 1

Elementos de nimeros complejos

Actualizado: 2023.12.12

Contenido: Definicién, propiedades, operaciones y representacion grafica de los nimeros
complejos. Representacion polar y exponencial. Entornos, dominios y punto de acumulacién.
Esfera de Riemann y plano complejo extendido. Potencias enteras y raices. Férmula de Moivre.
Raiz principal.

Crédito: Las figuras fueron tomadas del Churchill y del Zill.

Observacién: Estos contenidos corresponden a nociones del Anélisis Complejo que fueron
introducidos en la asignatura Algebra y Geometria Analitica I (ler afo, ler cuatrimestre).

Fuentes: (i) R. V. Churchill, J. W. Brown. Variable compleja y aplicaciones. 4ta Edicién.
McGraw-Hill. Boston (1988). Capitulo 1. (ii) D. G. Zill, P. D. Shanahan. A First Course in
Complex Analysis with Applications. Jones and Bartlett Publishers (2003). Capitulo 2.

Dedicacién: 0.5 clase.

1.1 Definicion, operaciones y representacion grafica

Definicién: Se definen los niimeros complejos z como los pares ordenados z = (z,y), con z
e y reales.

Definicién: definimos parte real e imaginaria de z como x=Re(z) e y=Im(z).

Definiciones de igualdad, suma, producto, unidad imaginaria, conjugado y moédulo:
Sean z = (z,y) y 2 = (', ¢/).

Igualdad: x = 2" ey =19/

Suma: z+2' = (x+ 2",y + ')

Producto: zz' = (za’ — yy, zy’ + 2'y).

Escribiendo z = (z,y) = (2,0) + (0,y) = = + (0,1)y resulta la unidad imaginaria
i=(0,1), con
i? = (0,1)(0,1) = -1



Notacién alternativa z = x + 1y

e Cero: z=0+10

Complejo conjugado: Sea z = x + iy, su complejo conjugado es z* = x — iy, o
z =x — 1y, Luego,
22* = 9

Moédulo: |z| = ++/22 + 32, luego

22 = |2]?

Representacion grafica en coordenadas cartesianas:

Se puede representar z = x + iy en dos dimensiones, llamado plano complejo, con z la abscisa
e y la ordenada, esto es, como coordenadas cartesianas z = (z,y). Ver Fig. 1.1.

oz=(x,y)

ei=(01)

o x=(x,0) X

Figure 1.1: Representacién cartersiana del niimero complejo z.

De esto resulta que z tiene la representacién de un vector con (ver Fig. 1.2)
e Longitud |z]

e 2+ 2/ suma usual de dos vectores.

e —z es el vector opuesto de z.

|

e |z — 7| es la distancia entre z y 2.

e 2" es la imagen especular de z respecto al eje real.

Propiedades del moédulo

Desigualdad triangular: |z + 2| <|z| + |2/| (ver Fig. 1.3)

Propiedades: (ver Fig. 1.4)
o |24 = |(lz] = )]

— Silz| > || = |2+ #| > |2| — |¢/]. Ver Fig. 1.3
Demostracion:

2l =z + 2+ (=) <let 2+ =2 =2+ 2+ || = |z = || < |2 + 2|
= Silz| <[] = [z 4+ 22 =(l2] = 2']) =[] = [4]
o |z =2 <[ + [
o |z=2 = |(lz] = |])]

o [z + -tz <z oz
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Figure 1.4: Algunas propiedades de mddulos

Aplicacion de las propiedades del moédulo para calcular integrales: Consideremos la
siguiente integral, donde el denominador tiene las siguientes raices z = +1i, +21.

> 2721 1 [~ 222-1
L dr=s [
o x* 45244 2 ) ort+5b22+4
_>1/ 222 -1 d 1/ 222 -1 d
— | —————dz= = 2
2 Jo 2zt +5224+4 2 Jo (22+1)(22+4)

1/ 222 —1 p +1 222 -1 p
=z Z4+ = z
2 ) (22 +1)(22+4) 2 Jop (22 +1)(2% 4 4)




. 2_
Queremos mostrar que limp_, f Cr %dz =0

e Acotamos el polinomio del numerador:

122 — 1| <222 +1=2R*+1

e Acotamos el polinomio del denominador:
(2% + 1)(* +4)] = (|2 = 1)(|]” = 4) = (B = 1)(R* — 4)

1

Luego, el integrando se comporta como %5,

22 -1 2R? +1 N 1 Lo
—_— 1m
22 +52244| 7 (R2—1)(R?—4) R?  R-o

222 -1
dz| = 0
/CR CECET

Actividad 1: Luego de aprender sobre integrales indefinidas, volver al ejemplo anterior y

mostrar que el comportamiento asintético de la integral es de la forma %.

Propiedades aritméticas
o 2+ =2+=2
o 22/ =2z
o (z+2)+2" =2+ (F+2")
o 2(2/+2") =22+ 22"
o —z=(—z,—y)

£ \

o zz_lzlconz#Oyz_1:<%,—ZLl2>
!

o Z =2ztconz#0
z

Forma polar y argumento principal

Apelando a la representacion grafica de z, podemos introducir la siguiente representacién polar,
tomando coordenadas polares en lugar de cartesianas de la representacion vectorial de z,

z =r(cosf +i sinh)



con (ver Fig. 1.5)

r=|z| = Va? + y?

tanf = ¥

T

y z # 0, porque para z = 0, 6 no esta definido.
Se define 6 como el argumento de z:

0=arg(z),

donde cada argumento difiere en 2n7 uno de otro, con n = 0, +1,£2,---. Ver Fig. 1.5.

o Z(r, 6) @Z=X+1Iy

_ (
pole polar \// :

axis

Figure 1.5: Representacion polar de z.

Se define como el valor principal del arg(z), y se lo denota Arg(z), al valor del argumento
comprendido entre (—m, 7], ver Fig. 1.6 (izquierda).

Actividad 2: Pensar porqué Arg(z) no es continua.

" / Arg(2) 1 N o

Figure 1.6: Argumento principal o valor principal del argumento de z

Luego, podemos escribir el arg(z) de la siguiente forma,
arg(z) = Arg(z) + 2nm,

conn=0,£1,+2 ---.



Ejemplo: Calculemos el argumento y el argumento principal de z = 1 + 4.
Uno tiene

=2

1
0 =arg(z) =tan™' = = % + 2nm,

1
(en este caso el dngulo puede 'verse’ geométricamente) con n = 0,+1,+2,---. El argumento
principal resulta, -
Arg(z) = 1
Actividad 3: Graficar el punto z = —1 — 7 y justificar porqué el argumento principal de z es

_3 5
4Ty NO 7.

Actividad 4: Calcular el argumento y el argumento principal de
e 71 =1
o 2 =—1
Propiedad de los argumentos
Los argumentos verifican la siguiente propiedad,
arg(zz') = arg(z) + arg(2’),

la cual puede demostrarse trabajando con las formas polares de z y 2’. La Fig. 1.7 da una
validacién geométrica a esta propiedad.

Actividad 5: mostrar analiticamente esta propiedad.

Notar que esta propiedad la satisfacen los arg(z), pero no necesariamente los Arg(z). Esto
se muestra desarrollando explicitamente el producto de las formas polares de z y 2’

zz' =rr'lcos(0 + 0') +isin(6 + 0")].

Figure 1.7: Suma de argumentos.



Forma polar de z7':

1
2l = ;[cos(—@) + isin(—6)]
Luego,
- i[(:08(9 —6') +isin(6 — )]
Z/ T,
con

arg (5) = arg(z) — arg(2’)

Formula de Euler: Las propiedades de los argumentos definidas en la forma polar y las
propiedades algebraicas de la funcién exponencial, inducen a introducir la siguiente relacion,

e = cosf +1i sin6

denominada férmula de Euler, con 6 en radianes.

Forma exponencial de z:
z=re
i

Luego, dos niimeros complejos no nulos z; = r1e%' y 25 = 75€"? son iguales si y sélo si

N = T2

‘91 = 02 + 2km

con k=0,%+1,+2, ...
Observacion: esta relacion entre los argumentos la vamos a usar para definir las funciones
raices y logaritmo.

Ejemplo: forma exponencial de —1 — i,
1 —i= ﬂei(%ﬂJﬂnﬂ) :
conn=0,+£1,....

Aplicaciéon de la forma exponencial para la parametrizacion de una circunferencia:
La siguiente expresion de z representa una circunferencia de radio R, centrado en zy en el plano
complejo:
2 =2+ Re"
con 0 <0 < 2x. Ver Fig. 1.8.
Para zy = 0, todos los valores de z = Re”, se encuentran sobre la circunferencia de radio
R con centro en el origen. Al incrementarse 6 el punto z recorre la circunferencia en sentido

anti-horario. Incrementando 6 en 27, volvemos al mismo punto z (relacionar esto con arg(z)).
Luego, z = Re®, con 0 < § < 27, es una representaciéon paramétrica de la circunferencia

2l = R

centrado en el origen y radio R, mientras, z = 2o+ Re', con 0 < § < 27, es una representacion
paramétrica de la circunferencia
|z — 20| =R

centrado en |zo| y radio R.



y
Rei®
0
20
O ~_ X

Figure 1.8: Parametrizacion de una circunferencia.

Aplicacién: cambio de fase de una onda plana Sea f(x) = cos(z). Cambiemos la fase
de f en w/2. Ver Fig. 1.9.

f(z) = cosx = Re(e"™)
f(x) =cosx — f(x+ g) = cos(x + g) = Re(ei(”%))

) Lo w oom )
ety 61(:(:+2) — ®ely — jei®

Luego, multiplicar por la unidad imaginaria i cambia la fase en 7/2.

cos(x)
08

5

cos(x+pif2)

Figure 1.9: Cambio de fase en 7/2.

Propiedades de z = re? usando la férmula de Euler:

o ) ,
° 619620’ — ez(@—i—@)
[ ]

o 1 _
T =r7te™® = Z(cosf —isinf)
r

1.2 Definicion de regiones en el plano complejo

Para estudiar la proximidad entre puntos en el plano complejo se utiliza el concepto de entorno.
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Entorno o vecindad: Entorno e (con € > 0), o simplemente entorno de un dado punto zy
consiste en todos los puntos z dentro de la circunferencia centrada en zy y radio e. Ver Fig.
1.10:

|z — 20| < €.

y
fZ—ZUl /’H_-H'\
/ AN
N \
S R
[ |
\Z Zp /
\ /
N Y
~N___~
O X

Figure 1.10: Entorno de zj.

Definicién de entorno agujereado o punteado: consiste en todos los puntos z de un
entorno € de z excepto zp, esto es, 0 < |z] < 2.

Definicién de punto interior, exterior y frontera: Un punto zy se denomina punto
interior de un conjunto S cuando existe algin entorno de zp que contiene solamente puntos
de S; y es denominado punto exterior de S cuando existe un entorno de 2z, que no contiene
puntos de S. Si zp no es ni punto interior ni punto exterior, se lo denomina punto frontera de
S, luego un punto frontera tiene por vecinos, al menos un punto que pertenece a S y al menos
un punto que no pertence a S.

Actividad 6: representar estos conceptos haciendo un esquema.

Definicién de frontera: el conjunto de todos lo puntos frontera se denomina frontera de
S.

Ejemplos: La circunferencia |z| = 1 es frontera de (i) |2| < 1y (ii) |z| < 1.

Definicién de conjunto abierto, cerrado y clausura: un conjunto se denomina abierto
cuando no contiene ninguno de sus puntos frontera. Ejemplo: |z| < 1. Un conjunto se
denomina cerrado cuando contiene todos sus puntos frontera. Ejemplo: |z| < 1. La clausura
de un conjunto S es el conjunto cerrado formado por todos los puntos de S junto con la frontera

de S.

Sobre conjuntos ni abiertos ni cerrados: algunos conjuntos no son ni abierto ni cerrados.
Para que un conjunto sea no abierto, debe existir algin punto frontera que pertenece al
conjunto. Para que un conjunto sea no cerrado, debe existir algin punto frontera no contenido
en el conjunto. Ejemplo 1: el disco agujereado o punteado 0 < |z| < 1 no es ni abierto ni
cerrado. Ejemplo 2: el circulo |z| < [¢®| para 0 < 0 < 20 y |2| < |e| para T < 0 < 27 no es
ni abierto ni cerrado.
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Sobre conjuntos abiertos y cerrados: el conjunto de todos los nimeros complejos es
simultaneamente abierto y cerrado, dado que no tiene puntos fronteras.

Definicién de conjunto conexo, dominio y region: un conjunto abierto S se denomina
conexo o conectado si cada par de puntos z; y 2o pueden unirse mediante un camino poligonal
consistente en un numero finito de intervalos contenidos enteramente en S. Ejemplos: (i) el
conjunto abierto |z| < 1 es conexo, (ii) el anillo abierto 1 < |z| < 2 es conexo. Ver Fig. 1.11. Un
conjunto abierto y conexo es denominado dominio. Ejemplo: toda vecindad |z — 2| < ¢, es
un dominio. Un dominio con alguno, ninguno o todos sus puntos frontera se denomina region.

Figure 1.11: Conjunto conexo o conectado.

Definicién de conjunto acotado y no acotado: un conjunto S se denomina acotado si
cada punto de S estd dentro de alguna circunferencia |z| = R, de otro modo, S es un conjunto
no acotado. Ejemplos: (i) |z| < 2 es acotado, (ii) Re(z) > 0 no es acotado.

Punto de acumulacion: un punto z; se denomina punto de acumulacién de un conjunto
S si cada entorno agujereado de zg contiene al menos un punto de S (notar que no pide que zg
pertenezca a ). Luego, si un conjunto S es cerrado, entonces éste contiene todos sus puntos
de acumulacién. Reciprocamente, si un conjunto S contiene todos sus puntos de acumulacién,
entonces S es cerrado. Ejemplo: el cero es el tinico punto de acumulacion del conjunto z, = 7%,
conn=12---.

Plano complejo extendido: si al conjunto de nimeros complejos se le incluye el punto
infinito, denotado por oo, se genera el plano complejo extendido. Por convencién, al
referirnos a un punto z se hace referencia a plano finito.

Esfera de Riemann y proyeccion estereografica: para visualizar el punto del infinito se
considera una esfera unitaria con su centro en el plano complejo. Ver Fig. 1.12. Luego, a cada
punto z del plano complejo le corresponde exactamente un punto P sobre la superficie de la
esfera, identificado por la interseccion de la semirrecta que une el polo norte con z. Haciendo
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corresponder al punto ubicado en el polo norte con el punto del infinito del plano extendido se
tiene una correspondencia uno a uno entre el plano extendido y la esfera. Esta correspondencia
recibe el nombre de proyeccién estereografica y la esfera se denomina esfera de Riemann.

Figure 1.12: Esfera de Riemann y proyeccion estereogréfica.

Entorno de oo: Para todo nimero pequeno positivo €, los puntos del plano exterior a la
circunferencia |z| = % se corresponden con puntos de la esfera cercanos al punto en el polo
norte. Se denomina entorno de oo al conjunto |z| > é Este es el concepto de infinito al que

apelaremos al introducir limite.

Algebra con infinito: En el plano extendido uno define
e Para z finito (z # 00), 2 + 00 =00 + 2 = ©

e Para z finito y no nulo (z # 00,0), = =0

Z
00

e Para z finito y no nulo, § = oo

e Las siguientes expresiones son indeterminadas por carecer de definiciones no ambiguas:

— 00 — 00,
_ >
oo ?
0
— o0,y
_]_00

1.3 Potencia y raices

Potencias enteras

Para z = re? se define la potencia de z como

P ,r,nemQ
conn==x1,+£2---y
=1
Para n > 0 se demuestra por inducciéon. Para n < 0 escribimos n = —m con m > 0,

2" = (Z_l)m — (l) eim(_e) — (1) ei(—n)(—e) _ T"eme
r r

13



Aplicacién para el cilculo de potencias: calcular (v/3 +)7. Convertimos v/3 + i a su
expresion exponencial y resolvemos,

(V3 +1i)7 = (265)7 = 27 = —64(V3 +1)
Actividad 7: verificar el resultado anterior.

Foérmula de Moivre: Sir =1,
(eza)n — em9’

luego
(cosf + isinB)" = cos(nh) + isin(nh)

esta ultima relacién se denomina fémula de Moivre.

Aplicaciéon de la féormula de Moivre para determinar identidades trigonométricas:
(cos ) + isin )% = cos(26) + i sin(26)
Luego, igualando parte real e imaginaria resulta,

cos(20) = cos® f — sin® 0

sin(20) = 2sinf cos 6
Actividad 8: verificar el resultado anterior.

Raices

Denotamos 20/ " al conjunto de la n raices de zy = rye'®. La n-ésima raiz de 2z es un niimero
no nulo z = re que verifica

2" =z

rnean — 7’06290 =
r= /1o
90 + 2k
nd =0y + 2kn = 0 = ———
n
con k= 0,41, +2, ... (ver restriccién mas abajo).
Luego, las n-ésima raices de z
0p+2km
z= frpe” n |
se ubican en una circunferencia, equiespaciadas en el dangulo 27” Asi para n = 2 una raiz esta
opuesta a la otra, para n = 3 distan angularmente en %” = 120°. En general las raices se
encuentran en los vértices de un poligono regular de n lados. Ver Fig. 1.13. Luego, la raiz
. s . . , 1 . e -,
es una funcién multivaluada porque asigna méas de un valor a zo/ " (la definicién de funcion
compleja la vemos formalmente mas adelante).
, . . . y 1
Notemos que las raices se repiten a partir de k = n, por lo que definimos las n raices z,
de 2y = rpe’® como,

/n

i90+2k7r
= Uroe'" n

con k=0,1,2,....n — 1.
i90+2k}ﬂ' . .
Cuando el valor 0y en ¢, = ¢/rge’™ =  es el valor principal del arg(zy), esto es, —m < 0y < T,
el nimero ¢ es llamado raiz principal. En particular, cuando z; es un nimero real positivo
ro, SU raiz principal es /rq.

14



Figure 1.13: Ubicacion geométrica de las raices para n = 3,4, 6.

Actividad 9: Calcular (—8i)'/3, graficar e indicar la raiz principal.

Rta. tenemos, zp = —8i = 8@i(—%+2k”)
= Q(COS% —1 sin%) =31

15

1 _1/3
, luego, z = 2,

: . (g 27
implica cg—p12 = 26 (-5+5 ’f)’



Chapter 2

Elementos de funciones complejas

Actualizado: 2023.12.12

Contenido: Funciones multivaluadas. Mapeos. Superficie de Riemann. Limite. Con-
tinuidad. Derivadas. Ecuaciones de Cauchy-Riemann. Analiticidad. Funciones elementales.

Fuentes: (i) R. V. Churchill, J. W. Brown. Variable compleja y aplicaciones. 4ta Edicién.
McGraw-Hill. Boston (1988). Capitulos 2, 8(sec.76) y 3. (ii) D. G. Zill, P. D. Shanahan. A
First Course in Complex Analysis with Applications. Jones and Bartlett Publishers (2003).
Capitulos 2 y 4.

Dedicaciéon: tres (3) clases.

2.1 Funciones de una variable compleja

Sea S un conjunto de nimeros complejos. Una funcién f definida en S es una regla que asigna
a cada z € S un nimero complejo w, denominado valor de f en z:

w= f(2).

El conjunto S se llama dominio de definicién. En caso que no se haga referencia al
dominio de definicion, se ha de tomar el mayor conjunto posible. Por ejemplo, se asume que S
para 1/z es todo el plano complejo excepto cero.

Funcién multivaluada: se define la funcion multivaluadas cuando la regla asigna mas de
un valor al punto z € S.
Ejemplo:

2?2 = iﬁei% ,

con r = |z| y © el valor principal del arg(z), esto es, —m < © < 7.
Podemos definir una funciéon simplemente valuada a partir de una multivaluada. Por
ejemplo, para z'/? podemos tomar la solucién con signo positivo,

f(2) = Ve

conr >0y —m <O <7, con f(0) =0. De este modo f esta bien definida en todo el plano
complejo.
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Parte real e imaginaria de f: separando la parte real e imaginaria de f(z) se tienen dos
funciones reales de las variables x = Re(z) e y = Im(z),

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
En coordenadas polares z = re? tenemos,

f(z) =u(r,0) +iv(r,0).

Ejemplo: Para f(z) = 2 uno tiene,
e en coordenadas cartesianas f(z) = [z — %] + i [22y],

u(z,y) = z* —y°

v(x,y) = 2xy

e en polares f(z) = r2e®? = r%(cos 20 + isin 20),

u(r,8) = r? cos 20

v(r,0) = r*sin 20

Generacion de una funcién a partir de dos funciones: reciprocamente, uno puede
generar una funcién compleja f a partir de dos funciones reales u(z,y) y v(x,y) de las variables
reales x, e y, por la construccién f(z) = u+iv, con z =z + iy y el dominio de definicién de
f para z donde u y v estan ambas definidas.

Funcién real a variable compleja: Si v = 0 entonces f(z) = u(z,y) es una funcién real a
variable compleja.
Ejempo: f(z) = |2|> = 2? + y? con z = x + iy.

Polinomio: Sean cero o entero positivo, y sean ag, ai, ..., a, constantes complejas, la siguiente
funcién es un polinomio de grando n,

P(z)=ap+ a1z + ...+ a,2" = Zakzk
k=0

Funciones racionales: La funcién P(2)
z

Q(z)’

con P(z) y Q(z) polinomios, es una funcién racional, cuyo dominio de definicién es todo z con

Q(z) # 0.

Mapeos

Se denomina mapeo, aplicacion o transformacion a la representacién de la funcion compleja
w = f(z) a variable compleja z en dos planos separados, uno indicando los puntos z = (x,y) y
otro representando los puntos w = (u,v).
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Definicién de imagen, rango e imagen inversa: la imagen de un punto z del dominio
S es un punto w = f(z), y el conjunto de imdgenes de todos los puntos de un conjunto 7' C S
es llamado imagen de 7. La imagen de todo el dominio de definicién S es llamado rango de
f. La imagen inversa de un punto w es el conjunto de todos los puntos z en el dominio de
definicién de f que tienen a w por imagen. La imagen inversa de un punto puede contener sélo
un punto, muchos puntos, o ninguno. Este tltimo caso ocurre cuando w no estéd en el rango de

f.

Mapeos especiales: los términos traslacion, rotacién y reflecciéon son usados para de-
scribir caracteristicas geométricas dominantes de ciertos mapeos. En estos casos puede resultar
conveniente usar un solo plano donde se representan simultdneamente z y w.

Ejemplos de mapeos especiales:

e Traslacién: el mapeo
w=z+1=(x+1)+1iy,

con z = x + iy, puede ser pensada como una traslacion de cada punto z en una unidad
hacia la derecha.

e Rotacion: el mapeo

w =iz =re't3)

: iz i0 . . .
con i = €'z y z = re", rota el radiovector del punto z un angulo recto en el sentido
antihorario.

e Reflexién: el mapeo
W=Z=T—1

produce un punto en el plano complejo que es la imagen especular (reflexién) de z = x+iy
respecto al eje horizontal

Transformacién de curvas y regiones. Los mapeos pueden resultar utiles para convertir
dominios complicados o infinitos en dominios simples o finitos. Son utilizados, por ejemplo,
para resolver ecuaciones diferenciales.

Ejemplo: El mapeo w = 22
w=2? —y* +i2zy,

con u = x% — y?, v = 2wy, transforma cada rama de la hipérbola 22 — 4*> = ¢; (¢; > 0) en el

plano (z,y), en una linea vertical en el plano (u,v). Ver Fig. 2.1. Veamos: de la relacién
u = 2% —y? tenemos que u = ¢; para (z,y) en cualquiera de las dos ramas. Si z > 0, la relacién
v = 2zy = 2y+/y? + ¢; relaciona cada punto (z,y) en la direccién ascendente en la hipérbola
con puntos ascendentes en la recta en el plano (u,v). Luego, si consideramos los puntos de la
rama izquierda de la hiperbola, x < 0, por lo que la relacién v = 2zy dard v = —2y+/y? + c1.
De este modo, tomando los puntos (z,y) descendiendo la rama, obtenemos una o uno lo punto
de la recta en sentido ascendente.

Viendo la transformacién w = 22 en polares, donde z = re?, 0 < § < 7/2, tenemos
w = 7”26229 ’

con w = pe®, p =12y ¢ = 20. Luego, el punto (ry,8y) en la circunferencia de radio ry en
el plano (r, ) transforman en el punto (r2,26) de una circunferencia de radio rZ en el plano
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u=ec >0

—_—— i ———— ] —_f—-—1= II': > )
\. /

Figure 2.1: Transformacién de hipérbolas por w = 22.

Figure 2.2: Mapeo w = z? en polares con 0 < 0 < 7/2.

(p, @). De este modo el primer cuadrante del plano (r,0) (r > 0, 0 < 6 < 7/2) transforma en
el semiplano superior del plano (p, ¢). Ver Fig. 2.2.

Del anélisis anterior resulta que w = z? transforma el semiplano complejo superior en todo
el plano complejo. Si tomaramos el dominio completo del argumento (los dos semiplanos)
duplicarifamos la imagen. Para separar esa duplicacion de planos complejos se introduce la
superficie de Riemman.

Superficie de Riemann: Una superficie de Riemann es una generalizacion del plano com-
plejo que consta de més de una hoja. El criterio para construir la superficie es asignar a cada
punto de la superficie sélo un valor de la funcién multivaluada, de modo que la funcién re-
sulta simplemente valuada en la superficie de Riemann. Los beneficios de esta construccién
seran evidentes al definir el concepto de analiticidad. Un ejemplo de superficie de Riemann
lo constituye la figura construida a partir de la funcién multivaluada arg(z) = 6 + 2nw
(n = 0,£1,£2,...). Ver Fig. 2.3 (izquierda). Cada valor de n define una hoja, al tiempo
que cada hoja se conecta con una superior y otra inferior. Un punto arbitrario en la superficie
puede moverse en forma continua de una hoja a otra pasando por los cortes ramas.

En fisica es muy comin que aparezca legx f2unci(’)n multivaluada z'/2. Por ejemplo, en Mecénica

2k

Cudntica la relacion de dispersion € = 7= vincula la energfa con el nimero de onda; luego,

k o €'/2. La Fig. 2.3 (derecha) muestra la superficie de Riemman asociada.

Taller, construir una superficie de Riemman: Tomemos como ejemplo la funcién mul-
tivaluada arg(z). La superficie se hace continua con la siguiente construccién. Consideremos

19



Figure 2.3:

el plano z sin el origen, como si fuera una hoja Ry que tiene un corte a lo largo del semieje real
positivo: (i) sobre Ry tomaremos 6 variando entre 0 y 2m; (ii) tomemos una segunda hoja R;
cortada de igual forma que Ry, donde tomamos que 6 varia de 27 y 4m; (iii) situemos R; arriba
de Ry; (iv) unimos el borde inferior de Ry con el superior de R; (hacerlo con una hoja doblada
a la mitad y haciendo un corte en ambas); (v) repetir este procedimiento de creacién y unién
de hojas. Entre las hojas Ry y R, 6 varia continuamente desde 0 y 47. Se pueden imaginar el
resto del camino ascendiendo en la superficie de Riemann. Un procedimiento similar permite
construir las superficies de Riemann hacia abajo.

2.2 Limites

Sea f una funcién definida en todos los puntos z de algin entorno punteado de z;. La
declaracién que el limite de f(z) cuando z tiende a zj, es un nimero wp,

15, ) = we

significa que el punto w = f(z) puede estar arbitrariamente cerca de wy si tomamos z suficien-
temente proximo a zg pero distinto a zg. Luego, para cada niimero positivo &, existe un niimero
positivo ¢ tal que

|f(2) —wo| < e siempre que 0<|z—2)]<9.

Notese, que z puede aproximarse a zy de forma arbitraria, desde cualquier vecindad del
plano complejo (bidimensional). Ver Fig. 2.4

Unicidad del limite: cuando un limite de una funcién f(z) existe en un punto zp, éste es
unico.

ino: siellimitelim, ., f(z) = wyexi im z — zo impli ue z pu rear
Camino: siel limite lim, ., o existe, el sitmbolo z — 2 lica que ede acercarse
a 2o de forma arbitraria, esto es, por cualquier direcciéon o camino.
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Figure 2.4: Representacion esquematica de limite.

Ejemplo: El lim,_,,z/Z = 3, pues (ver Fig. 2.5)

22 —y? | 2xy
+1
2y a4 y?

z—0 Z z2—0

lim Z_ lim (

[Z+i0=1 s oz=(x0)
C\F+i0=—1 si z=(0,y)

(0,0) Z=(x 0) X

Figure 2.5: Diferentes ’caminos’ para el limite.

Casos con infinitos: Los limites lim,_,,, f(z) = wp con zy u wy infinitos, se entiende mediante
la proyeccién estereografica con una pequena circunferencia en el polo de la esfera de Riemann.

e Si zy = 00, entonces
lim f(z) = wy

Z—00
significa que existen € y ¢ positivos tal que,
. 1
|f(2) —wo| < e siempre que 2] > —,

o
con z més alld de la circunferencia 1/d, donde 4 es el radio de una pequenia circunferencia

en el polo de la esfera de Riemann.

e Si wy = oo, entonces
lim f(z) = o0
Z—r20
significa que existen € y & positivos tal que,
1
|lf(2)| > = siempre que 0<|z—2]|<9d,
€

con f(z) mas alla de la circunferencia 1/¢, donde € es el radio de una pequena circunfer-
encia en el polo de la esfera de Riemann.
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Teorema sobre el limite

Las definiciones introducidas hasta el momento dan un criterio para verificar si wg es un limite,
pero no dan un procedimiento para hallarlo. El siguiente teorema y las propiedades listadas
nos permitiran calcular limites en forma préctica.

Teorema: Sea
f(z) =u(z,y) +iv(z,y),

con z2=2x+1Yyy

ZQZ$0+iy0

wy = Ug + 1V -

Entonces,

Jim f(2) = wo

si y sélo si
Iim  w(x,y) =u
(o) ooy LY = 0

lim v(z,y) =wv
B ) U8 Y) = 0

Propiedades: Sean
lim f(2) =we y lim F(z) =W,.
2—20 Z—70
Entonces
e lim, ., [f(2)+ F(2)] = wo+ Wy

lirnz_mo [f(Z)F(Z)] = wOWO

o lim,,., % = 2 i Wy #0.

lim,_,,, c = ¢, con c constante compleja.

o lim, ,, z=2

o lim, ,, 2" =z2j,conn=12,---

e lim, ., P(z) = P(z), con P(z) polinomio.

L’Hospital a cuenta de futuro conocimientos, pues no hemos definido ni derivada ni analiti-
cidad: Sea f y g funciones analiticas en zy y f(20) =0, g(20) = 0, con ¢'(29) # 0. Entonces

f(z) _ ['(z)

lim —= = .
220 g(2)  ¢'(%0)

Ejemplo:
. 22 —42+5 0
lim ———— = —
z(24i) 25 — 2z — 100 0
. 2z —4 2
= 1m = -
z—(2+4i) 322 —1  8+124
3 N 1.
2 13
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Teorema con puntos en el infinito: Si z5 y wy son puntos en los planos z y w, respectiva-
mente, entonces

e si el limite de f es infinito, vale

1
lim f(2) =00 <= lim —— =0

Z—r20 Z—20 f(Z)
Ejemplo:
. iz4+3 —1+3
lim =7(= = 00

z——1 z+1 —1+1

) ) z4+1 0 . 1z+3

:>hm‘+3:hm, = — =0= lim =00
z——1 ZZZT z=—1172 + 3 —1+3 z=—1 2+ 1

e si el limite de z va a infinito, vale

2Z—00 z

Ejemplo:
2z +1
im =7
z—o00 z 4+ 1
2 T L2241
= lim i = lim =2 = lim =2
2—0 ;—}—1 =01+ 2 z—00 2z +1

e si tomamos el imite de z a infinito y el limite es infinito, vale

lim f(z) = 0o <= lim

1
Z—»00 z—0 f(l/z)

Ejemplo:

3 3
lim 22— o (20 o
zo00 22 41 00?2
. 1 . 1 oz 4+220
= lim =lim —— =1

S0 F(1/z)  em025 1 20248 2
S+1

z

2231

22-‘1-1 = OQ.

Luego, lim,_,

2.3 Continuidad

Una funcion f es continua en el punto zj si las tres condiciones siguientes son satisfechas:
e lim, .., f(2) existe,
e f(zo) existe,
o lim, ., f(2) = f(20)
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Continuidad en region:
cada punto de R.

una funcién se dice continua en una region' R, si es continua en

Propiedades: Sean f y g dos funciones continuas en un punto zq, entonces

e [+ g es continua en 2,

fg es continua en zp,

I
g

es continua en zg si g(zg) # 0.

Un polinomio P(z) es continuo en todo el plano complejo.

La composicién de funciones continuas es continua (ver sgte. teorema).

Teorema sobre las funciones compuestas:
continua. Ver Fig. 2.6.

Una composiciéon de funciones continuas es

) \ Vi N / 7
L Ny , . el
z I \ £
\\."’ 2 |y 1/*' @) \ !/\ _ \n
R | fe@ Seslf@)] |
R N ;U
N & \

Figure 2.6: Composicién de dos funciones.

Teorema sobre valor de f(z) en una vecindad:
en un punto zg, entonces

si una funcién f(z) es continua y no nula

f(z) #0

en algin entorno 2 de 2.

Sobre la continuidad de f(z) en término de la continuidad de u(z,y) y v(z,y): a
partir de la definicién del limite, y a través de los limites de la parte real e imaginaria de f
tenemos que la funcién

f(2) = u(z,y) +iv(x,y)

es continua en zy = (g,yo) si y solo si sus funciones componentes u(z,y) y v(z,y), como
funciones de dos variables, son continuas en (zg, o). Pensar, por ejemplo en e* = [e” cosy| +
ile” siny].

'Dominio: un conjunto abierto y conexo es denominado dominio. Regién: un dominio con alguno, ninguno
o todos sus puntos frontera se denomina region.

2Entorno o vecindad: un entorno de zj es el conjunto de puntos z dentro de la circunferencia de radio e:
|z — 2] < e.
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Teorema sobre funciones acotadas: si una funcién f es continua en la regién cerrada y
acotada ® R, existe un ntimero real no negativo M que verifica, para todo z € R

1£(2)| = Vu(z,y) +v2(z,y) < M ,para todo z en R

donde la igualdad vale al menos para algiin z. Luego, f esta acotada en R. Pensar, por ejemplo
en f(z) = e?, con |z| < 1. Luego |e*| = €, con M = e.

2.4 Derivadas

Sea f una funcién cuyo dominio de definicién contenga un entorno |z — zg| < € de un punto z.
La derivada de f en zy es el limite

o) — 1 TS G0)

220 Z— 2

La funcién f se dice diferenciable en zy cuando f’(zg) existe.
En término de la variable Az = z — 2y, con z # 2, resulta, (ver Fig. 2.7)

flao+Az) — (=) _ df

F(z0) = limg Az dz|
y
C
(0 X

Figure 2.7: Variable en la definicién de derivada.

Ejempo f(z) = 2%
. (z+ Az =22
lim
Az—0 Az

3Una regién es cerrada si contiene todos sus puntos frontera y acotada si estd contenidad en algin circulo
centrado en el origen

=2z
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Ejemplo f(z) = |2|*:

Az—0 Az Az—0

Az|2 —|z|? Az S
lim |2+ A2 2] = lim (z—z—i-,?—i-Az)
Az

e Sea z = 0, entonces

Az|? — |z|? Az
fm PR o (027 154 87) =0,
Az—0 Az Az—0 \ Az
para cualquier camino en el plano complejo. Luego, el limite en z = 0 existe y por ende
la derivada:
d|z|?

i =0.

z=0

e Sea z # 0, entonces

y |z + Az|? — |2]?
im

Az _
= lim (ZA_z +z+AZ>

Az—0 Az Az—0
_{Z%JerrAx si Az = Ax
| FRL 4 24 (—ily) st Az=iAy
24+zZ=2 si Az = Ax
B {—z+2: —12y si Az=1Ay
Luego,
d|z]?

_ 3.

dz 20

Propiedades de funciones a variable compleja en término de su continuidad: Del
ejemplo anterior con la funcién f(z) = |z|*> concluimos:

e Una funcién puede ser derivable en un punto, pero no derivable en ningiin otro punto de
su entorno.
Ejemplo: f(z) =|z]?, en z = 0,
d|z|?

=0.
dz

2=0

e Las componentes real e imaginaria de una funcion

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

pueden tener derivadas parciales continuas de todos los érdenes en un punto y, sin em-
bargo, puede ser que la funcién no sea derivable en ese punto.
Ejemplo: f(z) = |z|?, con z # 0

fz) =1z" = 2" + 47,
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con u(z,y) = 2> +y* y v(z,y) = 0.

o o
(n) (n)
o _g Mg
d|z|?
] -
< 2#0

e La continuidad de una funciéon en un punto no supone la existencia de la derivada en ese
punto.
Ejemplo: f(z) = |z|?, es continua para z # 0, pero no es derivable

e (reciproco del punto anterior) La existencia de la derivada de una funcién en un punto
implica la continuidad de la funcién en ese punto.
Veamos: supongamos que existe f’(zg), luego

lim [f(2) — f(z0)] = lim 1) = (=) lim (z — 2z0) = f'(20)0 =0

Z—r 20 Z—rZ20 (Z — ZO) Z—Z20

Valores de derivadas: La definicién de derivada para funciones a variable compleja es for-
malmente idéntica al caso de variable real. Pueden demostrarse las siguientes identidades:

¢ = 0, con ¢ una constante compleja

1

L Z

d
dz
d
dz

o Llef(2)] =cf'(2)
Lom=nz"! conn==41,42,--- yz#0sin<0
d
dz

[f(2) +9(2)] = f'(2) + ¢'(2) si existen f'(2) y ¢'(2).

e Producto:

e Cociente: para g(z) # 0,

di [f(Z)] f'(2)g(2) = f(2)g'(?)

I}

e Usando la regla de la cadena en el cociente

#50

con g(z) # 0.

} - )=~ 15D |
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2.5 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Retomamos el desarrollo formal de la teoria del analisis complejo para introducir una relacién
entre las derivadas parciales de primer orden de la parte real e imaginaria de f(z) = u(z,y) +
iv(x,y) cuando f'(z) existe.

Supongamos que existe f’(2g), con zg = zg + i Yo, luego

Az) —
Relf'(2)] = (Am,Al;r)Il)((]’O) R |:f<20 + Azi f(zo)}
Az) —
Imlf' ()] = | Jim [f SRS f(zoq

con Az=Ax+iAyy
flzo+ Az) = f(20)  [u(wo + Az, yo + Ay) — u(wo, yo)] + 7 [v(z0 + Az, yo + Ay) — v(w0, Yo)]

Az Az + 1Ay

Tomando, en particular dos caminos, (i) uno sobre el eje real Az = Az, y (ii) otro sobre el
imaginario Az = ¢ Ay, resulta

f(z0 + Az) — f(20) _ [ulwo + Az, yo) — u(zo, yo)] + i [v(zo + Az, yo) — v(xo, Yo)]

Az Az
f(z0+Az) = f(20)  [u(xo,y0 + Ay) — u(wo, yo)] + i [v(x0, Yo + Ay) — v(x0, Yo)]
Az N i Ay

Tomando el limite, tenemos

f(zo+ Az) — f(20)

f'(z0) = lim = Uy (0, Yo) + 1 vx(T0, Yo)

(Az,0)—(0,0) Az
. + Az) — f(z0)  uy(zo,y0)
! - 1 /(20 _ uy(xo,
f (ZO) (Oszl)ﬁ(O,O) Az i + Uy($0a y[))

donde los subindices expresan derivadas parciales.

Luego, de la condicién de la existencia de f’ implica que ambas expresiones de arriba son
iguales. Igualando parte real e imaginaria en ambas ecuaciones quedan definidas las ecuaciones
de Cauchy-Riemann

esto es,

Por otro lado, las relaciones

1
f(z) = P + vy

proveen formas préacticas de calcular la derivada de f(z).

Dado que el resultado anterior se obtuvo tomando limites muy especificos definimos el
siguiente teorema.
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Teorema: Supéngase que f(z) = u(z,y) +iv(z,y) v que f'(z) existe en zy = (zo,y0). En-
tonces las derivadas parciales de primer orden de u y v respecto a x e y deben existir en (zg, o),
y deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann en ese punto. Ademds, f'(zg) estd dada
en término de estas derivadas parciales evaluadas en (zg, yo):

f'(20) = ua(0,90) + 7 ve(20, Yo)

f'(20) = —ifuy (0, Yy0) + i vy(20, y0)

Ejemplo: Hemos visto que la funcién
f(z) =22 =2 —y* +i2xy

es diferenciable en todo z y

f(z)=2z.

Veamos qué resulta usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Tenemos
u(a,y) = 2* -y
v(z,y) = 2zy

luego,
f(2) = uy +iv, =20 +i2y = 22.

Comentario: dado que las ecuaciones de Cauchy-Riemann constituyen condiciones necesarias
para la existencia de la derivada de f en zy, pueden utilizarce para localizar puntos donde f no
tiene derivada.

Veamos un ejemplo: Para f(z) = |2|? tenemos

u(z,y) =2+ y°

v(z,y) =0,
con
Uy = 2T
Uy = 2y
Uy = vy =0
Luego,

Uy = Vy, Uy = —V; => 20 =0,2y =0

Estas relaciones no se satisfacen para x # 0 e y # 0. Luego, f(z) = |2|? es diferenciable para
z = 0 pero no lo es para z # 0. Notar que el teorema no asegura la existencia de f’(0). En
teorema de la siguiente seccién se ocupa de este punto.

Que una funcién f(z) = u + iv sastisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann en zy no es
suficiente para asegurar la existencia de la derivada f’(zp). Pero bajo ciertas condiciones de
continuidad, tenemos el siguiente teorema que resulta de utilidad.

Teorema sobre la existencia de f'(zp): Supongamos que la funcién f(z) = u(x,y)+iv(z,y)
estd definida en un entorno € de zy = xg + 4. Supongamos también que existen las derivadas
parciales de primer orden de u y v respecto a x e y en todos los puntos del entorno y que
son continuas en (xg, o). Entonces, si estas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, u, = v, y u, = —v,, existe la derivada f’(zy) en (zo,yo)-
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Ejemplo: Consideremos la funcién (z = x + iy)
f(z) = e =e"e¥,
escribiendo

u(z,y) = e®cosy

v(z,y) = e®siny,
Tomando las derivadas parciales tenemos,

Uy = €* cosy
u, = —€’siny
v, = esiny

_ =z
v, = e” cosy
Luego,

Uy = Uy

Uy = — Vg,

en todo lugar y dado que las derivadas son continuas, también en todo lugar, se satisfacen las
condiciones del teorema anterior en todo z. De este modo f'(z) existe para todo z, con

f'(2) = uy + iv, = e"cosy + ie”siny = e“(cosy + isiny) = e"e"

=e”.

Sobre las ecuaciones de Cauchy-Riemann en polares: Asumiento 2y # 0, y usando la
transformacién

T =1rcosf

y =rsinf

podemos enunciar el teorema anterior cuando las funciones u y v en f(z) = u+iv son expresadas
en las variables polares. Para ello suponemos que las derivadas de primer orden de u y v con
respecto a = e y existen en todo lugar en alguna vecindad de un punto zy no nulo, y son
continuas en zy. Las derivadas de primer orden de u y v con respecto a r y # también resultan
continuas. Aplicando la regla de la cadena podemos escribir

ou_duor | oudy
or  dxdr  Oyor
ou_dude  9udy
00  0xof  Oyol’
Escribiendo las expresiones correspondientes para v, obtenemos

Uy = Uy cOS O + u, sin 0
Up = —UyT Sin @ + uyr cos 0
Up = Uy cOs 0 + v, sin 0

Vg = —Ugyrsing + v,rcosf .
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Actividad 1: Resolver las ecuaciones anteriores para uy, ty, Uz ¥ Vy.

Rta: u, = u, cosf — u@¥, Uy = U, sin @ + uag, v, y v, pendientes.
Si u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en las coordenas (x,y),

Uy = Uy

Uy = —Uy
reescribimos las ecuaciones v, y vg en término de u, y u,

Up = —Uy cos 0 + U, sin ¢

Vg = Uyrsinf + u,rcosd.
Finalmente, comparando con las expresiones de u, y ug resulta

T U, = Vg

Ug = —T Uy

en zp.

Parafraseo del teorema sobre la existencia de f'(z) en polares: sea la funcion
f(z) =u(r,0) +iv(r,0)

definida en algtin entorno € de un punto no nulo zy = rye®. Supongamos que en ese entorno
existen las derivadas parciales de primer orden de u y v con respecto a r y 6, y que son
continuas en (rg, ). Si esas derivadas parciales satisfacen la forma polar de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en (rg, o),

U, = Vg

entonces, la derivada f’(zg) existe, con

f'(z) = e (u, +iv,).

Ejemplo: Sea f(z) = %, con z = re? no nulo:
J(2) = - = 5 = ul(r,0) +iv(r,6)
Z)= - = — = U\T 10\T
z  re ’ ’
con u(r,d) = < y o(r,§) = —=2¢_ Calculando las derivadas parciales resulta,
cos 6
T, = — = vy
r
sin ¢
up = — = —TV,
r

por lo que las condiciones del teorema se verifican para cualquier z = re®® # 0. Luego, de
f'(z) = e ®(u, + iv,) tenemos

vy g cos®  sinf\  _,(—e )
fl(z)=e (— = +1 7’2>—e o
1 1
T o2 T 2
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2.6 Funciones analiticas

Una funcién f de la variable compleja z es analitica * en un punto 2, si su derivada existe,
no sélo en zp, sino también en cada punto z de un entorno ® de z,. Como consecuencia si f es
analitica en z, lo es también en cada punto en un entorno de z.

Ejemplos

e La funcién f(z) = 1/z es analitica en cada punto no nulo del plano finito.

e La funcién f(z) = |z|*> no es analitica en ningtin punto, dado que su derivada existe sélo
en z =0 (y en ningtin otro punto de su vecindad).

Propiedad: Si f(z) es analitica en una regiéon R, en general, la funcién f(2*) no es analitica.
Veamos un ejemplo: f(z) = z
Bajando a lo largo del contorno vertical z = xq + 1y:

i £ = PG s ) = (o~ i)
2—20 Z— 2 oz 2 — 29 2=z Xo+ 1y — (To + iyo)
. —z'y + iyo
= lim ——> = -1

z—=z0 1Y — 1Yo
Moviéndo en la direccién sélo del eje x, z = x + i1

* *

lim =1

zZ—20 2 — ZO

Sin embargo, la funcién f*(z*) es analitica en la regién R*.

Definicién de funcién entera: una funcion entera es una funcién que es analitica en cada
punto del plano complejo finito.
Ejemplo: los polinomios son funciones enteras.

Definicién de punto singular: si una funcién f no es analitica en un punto zg, pero lo es
en algin punto de todo entorno de zj, entonces 2y es denominado punto singular, o singularidad
de f.

Ejemplos:

e El punto z = 0 es un punto singular de f(z) = 1/z.

e La funcién f(z) = |z|* no tiene puntos singulares dado que es no analitica en todo el
plano complejo.

Una condiciéon necesaria, pero no sufficiente, para que una funcién f sea analitica en un
dominio D, es que f sea continua en D; que satisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann es
también necesario, pero no suficiente. Las condiciones suficientes para la analiticidad de f en
D la da el teorema sobre la existencia de f’(z) enunciado en la seccién anterior.

4También denominada regular o holomérfica
SEntorno (o vecindad) ¢ o simplemente entorno de un dado punto zy consiste en todos los puntos z dentro
de la circunferencia centrada en zp y radio e. |z — 29| < &.
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Propiedades de funciones analiticas: Si dos funciones son analiticas en un dominio D
entonces,

e su suma es analitica en D.

e su producto es analitica en D.

e su cociente es analitica en D siempre que en denominador no se anule en D
e su composicion es analitica

Otra propiedad de las funciones analiticas es que, una funcién f(z) es constante en un
dominio D cuando f’(z) = 0 en todo punto de D.
Veamos: Sea f(z) = u+iv, con f'(z) =0 en D, entonces u, + iv, = 0, y por las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, v, — iu, = 0. Luego, u, = u, = v, = v, = 0 en cada punto en D. Esto lleva
a u 'y v constantes, luego f(z) = ¢; + ico.

2.7 Funciones armonicas

Se dice que una funcion real h, de dos variables reales = e y, es arménica en un dominio dado
del plano xy, si en todo ese dominio tiene derivadas parciales continuas de primer y segundo
orden y satisface la ecuacion diferencial siguiente:

P (2, y) + hyy@? y) =0
denominada ecuacion de Laplace.
Propiedad de u y v de funciones analiticas: Si una funcién f(z) = u(x,y) + w(z,y) es
analitica en un dominio D, entonces sus funciones componentes u y v son armoénicas en D.

Veamos: Supongamos que f(z) = u(z,y) +iv(x,y) es analitica en un dominio D, entonces
sus derivadas parciales de primer orden satisfacen las relaciones de Cauchy-Riemann,

Luego, derivando ambas ecuaciones, primero con respecto a x y luego con respecto a y resulta

Uge = VUgy , Ugy = —Ugg -

Uyzr = Vyy, Uyy = —Vyz -
Sumando convenientemente tenemos,

Uy + Uyy = Vo + (—Vay)

Vrx + Uyy = (_uﬂcy) + ny

Luego, apelando a la igualdad de las derivadas cruzadas resulta,

)

y
Y)

uz‘x(xa y) + uyy(xa
X

0
Uzz(-ray>+vyy( ) O
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Observacion: En las relaciones anteriores hemos asumido que podiamos calcular las derivadas
parciales a mayor orden de u y v. Esto queda justificado por una propiedad de las funciones
analiticas que se enunciard mas adelantes, y dice: si una funciéon de una variable compleja es
analitica en un punto, entonces su parte real e imaginaria tiene derivadas parciales continuas
de todos los érdenes en ese punto. Esto es, si f = u + iv es analitica en zg, entonces existen

Uz Uy -y Uy Uyys Uy .-

Si dos funciones u y v son armoénicas en un dominio D y sus derivadas parciales de primer
orden satisfacen Cauchy-Riemann en todo D, se dice que v es una funcién arménica con-
jugada de u. Luego, si f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es analitica en un dominio D, v es entonces
armoénica conjugada de u. Reciprocamente, si v es armonica conjugada de u en D, la funcién
f(z) = u(x,y) +iv(z,y) es analitica en D.

Condicion necesaria y suficiente para la analiticidad: De la definiciéon anterior resulta
que una condicién necesaria y suficiente para que una funcién f(z) = u(z,y) + iv(z,y) sea
analitica en un dominio D es que v sea armonica conjugada de u en D.

Observacion: Si v es armonica conjugada de u en algiin dominio, no es cierto en general
que u sea armonica conjugada de v en ese dominio. Por ejemplo, para u(z,y) = 2°> — y* y
v(z,y) = 2zy, la funcién f = u + v = 2? es analitica, por lo que v es arménica conjugada de
u. Pero u no es armonica conjugada de v porque la funcion ¢ = v + iu no es analitica.

Actividad 2: Mostrar (usando la definicién de derivada con limite) que la funcién g(z) =
22y + i(2? — y?) no es analitica en ningin punto.

Observacién: Si v es armonica conjugada de v en un dominio D entonces —u es armoénica
conjugada de v en D, y reciprocamente. Esto ocurre porque la funcion

f(z) = ulz,y) +iv(z,y)
es analitica en D si y sélo si la funcion

es también analitica en D.

Puede mostrarse que una funcién « arménica en un dominio de cierto tipo (conexo), tiene
siempre una armoénica conjugada, de modo que toda funcién arménica es la parte real de una
funcién analitica. También ocurre que una armonica conjugada, cuando existe, es tinica salvo
una constante aditiva.

Ejemplo de construccién de la armoénica conjugada de v armoénica: Sea

u(z,y) =y* — 327y

(verificar que es arménica). A partir de u, = v,, construimos v(z,y) por integracién de la
variable y en ambos miembros, resultando

v=—3xy* + ¢(z).

34



Derivando con respecto a x y comparando el resultado con u, usando la identidad v, = —v,,
se obtiene
¢ (r) = 322,

luego

Lo cual permite construir

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
= (y* — 32%y) +i(—32y* + 2° + ¢)
= (y° — 32%y) +i(=3ay* +2° + ¢)
=% — 322y — i3xy® + ix® +ic
_ ()

! ) — 327 y—l—sz(zy) + iz’ +ic

Z(@y) + i32” (zy) + i3z (iy)? + iz® + ic
il(iy)* + 32 (iy) + 3x(iy)* + 2°] +ic
i(x +1iy)® +ic
i(z*+¢).

z
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Contenido de Funciones Elementales: Funciones multivaluadas. Funciones exponencial
y logaritmo. Valor principal y diferentes realizaciones del logaritmo. Funcién inversa de la
exponencial. Potencia compleja. Funciones trigonométricas e hiperbdlicas y sus inversas.
Fuentes: (i) R. V. Churchill, J. W. Brown. Variable compleja y aplicaciones. 4ta Edicién.
McGraw-Hill. Boston (1988). Capitulo 3. (ii) D. G. Zill, P. D. Shanahan. A First Course in
Complex Analysis with Applications. Jones and Bartlett Publishers (2003). Capitulo 2.
Dedicacién: una (1) clase.

2.8 Funcién exponencial

El siguiente andlisis euristico puede considerarse como una definicion plausible de la funcion e?,
con z complejo. Luego, usaremos ésta para definir otras funciones elementales. Si una funcién
f de la variable compleja z = x + iy ha de reducirse a la exponencial del calculo real cuando z
es real, la funcién f debe verificar,

e f(z+1i0) = e” para todo nimero real .

e Como d(;:) = ¢”, f debe verificar que f’(z) = f(z) para todo z.

La funcién e*(cosy + isiny) verifica ambas condiciones listadas arriba y, por otro lado,
puede demostrarse que es la tinica funciéon que cumple dichas condiciones.
Luego, la funcién exponencial en el andlisis complejo estd definida por la ecuacion,

e =e"(cosy +isiny)

con z = T + 1y.

0

Si z = i 0 recuperamos la férmula de Euler: €'Y = cos @ + isin 6.

Derivada: la derivada de €* es J

dz

para todo z en el plano complejo, luego e* es una funcién entera.
Actividad 3: verificar la derivada en término de u(z,y) y v(z,y).
La notacién exponencial también permite escribir
e =e%elY,
la cual puede explotarse para demostrar en forma compacta propiedades, como por ejemplo

Z1 22

efle® = e t?2

Algunas propiedades de la exponencial:
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Otras propiedades de la exponencial: Sea e = e ¢'Y,

e Periodicidad:

con T' = 2m¢. Notar que en el andlisis real la exponencial no es periédica. En general
T =2nmi,conn=0,+1,---. Ver Fig. 2.8.

e Modulo y argumento:
el =e" =p
arg(e®) =y +2nmw = ¢,
conn =0,+1,---. Luego,

con p > 0.

e La imagen es todo el plano complejo excepto el cero:
e #0

para todo numero complejo z. Esto es, la transformacion w = e* mapea el dominio
—0 < x < oo, —m <y < ma todo el plano w excepto cero.

Veamos: Seaw = e* = " = u(z, y)+iv(x,y) y tomemos una linea horizontal z = z+ib,
con —m < b < 7. Esta linea define un vector en el plano (u, v) con origen en cero y vértice
(e” cosb, e” sinb), el cual puede escribir como w = e"w, con wy, = cosb + isinb el vector
definido para y = b y e” un factor de escala que agranda o achica la longitud del vector,
pero sin anularlo. Tomando otro valor de y = &’ generamos otro vector con diferente
angulo en el plano (u,v), al tiempo que tomando —oo < z < oo cambiamos el tamano
del rayo. Todos los valores de y en —7 < y < 7 generan vectores para todos los angulos
por lo que se cubre completamente el plano (u, v) sin incluir el origen (w = 0).

e Cualquier region definida en el item anterior trasladada en el eje vertical también mapea
a todo el plano w excepto al cero. Ver Fig. 2.8.

¥
4 b
oz +4mi
e -
2m |
e Z+2mi
x
ez
-------------- -.-n e E ...
=21
e z—2mi
—4

Figure 2.8: Diferentes regiones de z en el plano cartesiano complejo (z,y) que mapea z a todo
el plano complejo a través de e*. Fuente: libro Zill and Shanahan.

Luego, cualquier punto no nulo w es imagen de un niimero infinito de puntos en el plano z
bajo la transformacién exponencial w = e*. Escribiendo w = |wl|e’®, con ¢ = ® + 2n7 y ® el
argumento principal, se tiene que w (no nulo) es imagen de todos los puntos,

z = In|w| + i[Arg(w) + 2n7]

con z la preimagen de w.
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2.9 Funcién logaritmo

Teniendo en cuenta el andlisis del dominio y la imagen de la funcién exponencial se define la
funcién logaritmo de un ntmero complejo no nulo z como,

logz=Inl|z| +iarg(z) z#0

con arg(z) = Arg(z) + 2nm. De modo que log z es multivaluada con infinitos valores. Estos
valores tienen una parte real comin y sus partes imaginarias difieren en multiplos de 27.
Se define el valor principal del logaritmo Logz utilizando el argumento principal,

Logz = In |z]| +1Arg(z)

Esta funcién si es univaluada, y definida en todo el plano complejo excepto el cero, con
Arg(z) € (—m,m|.

Sobre la continuidad de Logz: la funcién univaluada Logz no es continua en el semieje
real negativo en el dominio Arg(z) € (—m,n| debido a que I'm(Logz) tiende 7 aproximéndose
por arriba, mientras tiende a —7 viniendo por debajo del semieje real negativo. Restringiendo
el dominio al abierto (—m, ), la funcién Logz, es continua. Luego, la funcién univaluada
y continua Logz, con arg(z) € (—m,m) no estd definida ni para cero ni para el semieje real
negativo.

Las componentes u y v (en coordenadas polares)

u(r,0) =Inr
v(r,®) =0

con © = Arg(z), son continuas en el dominio restringido:

U =—, uUg =20
r

v, =0, vo=1
y satisfacen Cauchy-Riemann u, = vg/r y ug/r = —v,. Por lo que la funcién Log z es analitica
en el dominio r > 0, —7 < © < 7.

Derivada: La derivada Log z en el dominio |z| > 0, —7 < Arg z < 7 resulta

ELogz = e O, +iv,) = — =

Dado que la funcién logaritmo log z = In|z| 4+ ¢ arg(z) es multivaluada, podemos restringir
el dominio arbitrariamente para tomar realizaciones univaluadas y continuas del logaritmo,

logz=Inr+i0 r>0a<6<a+2m,
con z = e’ y o un ntimero real arbitrario. Estas funciones son analiticas y tienen por derivada

1/z.

Determinacién de f: Una determinacién o realizaciéon de una funcién multivaluada f es
cualquier funcion univaluada F', analitica en algin dominio y tal que en cada punto z del citado
dominio, el valor F(z) es uno de los valores de f(z).

Ejemplo: Cada valor a en la definicién

log z=Inr+:0 r>0,a<<a+2r

define una determinacion de la funcién logaritmo log z = In |z| +iarg(z).
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Determinacién principal del logaritmo: La funciéon Log z en el dominio » > 0, 7 <
0 < 7 es una determinacién de la funcién logaritmo logz = In|z| 4+ iarg(z), denominada
determinacion principal. En la Fig. 2.3, cada una de las multiples superficies, puede ser
considera como una realizacién o rama de la funcién arg(z).

Corte: Cada punto del semieje real negativo © = 7, asi como el origen es un punto singular
de la determinacion principal de Log z. La semirrecta © = 7 es el corte de la determinacién
principal, donde por corte se entiende toda recta o curva, cuyos puntos son singulares, que se
introduce para definir una determinacién de una funcién multivaluada.

Punto de ramificacién: Un punto singular comun a todos los cortes de una funcién multi-
valuada se denomina punto de ramificacion o punto rama. El origen es el punto de ramificacion
de la funcién logaritmo.

Actividad 4: Pensar en diferentes determinaciones de la funcién argumento arg(z) restringiendo
el dominio convenientemente.

Actividad 5: Determinar la realizacion principal de arg(z)?. Cémo se diferencia de Arg(z)?.

Propiedades de los logaritmos
e 8% = 2z con z #£0
e No siempre loge® es z, ya que log e® tiene un nimero infinito de valores para cada z
e Log e* =z, con —m < Imz < w. Comparar con lo enunciado en la propiedad anterior.
e log(z2") =logz + log 2/
e log % = log z — log 2/
e logz" =nlogz
o 2" =¢M8% con 2 £0yn=0,%£1,---. Ver primera propiedad.

1 1
o zn =en'®* conn =41,42, -

Actividad 6: Calcular w en las siguientes expresiones.

e Sean=0,+1,+£2,---:

— eV =1

Sol.: w=logi=Inl+i(r/24+2n7) =1i(dn+ 1)7/2
— e =1+1.

Sol.: w = log(1 +1i) = Inv/2 +i(r/4 + 2nr)
— e = -2

Sol.: w =log(—2) =In2+ i(7m + 2nn)
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Funcién inversa de la exponencial: la funciéon exponencial
f(z)=¢,

con z = x + 1y, definida en la region —oo < x < oo, —w < y < 7, tiene por inversa el valor
principal del logaritmo, esto es,

f1(2) = Logz.
2.10 Potencia compleja
Para z # 0 y ¢ complejo arbitrario, se define la exponenciacién segun la siguiente relacién,
c clogz

zZ =€

Dado que log z es multivaluada, también lo es, en general z¢.

Actividad 7: Para pensar: convencerse que para c entero, z¢ es univaluada y se recupera la
definicion original de 2".

Si z = re” y o un nimero real arbitrario, la rama
logz=Inr+:60 r>0a<0<a+2rm,

de la funcién logaritmo es simplemente valuada y analitica. Cuando esta rama es usada, la
funcion z¢ = e¢198% es simplemente valuada y analitica en el mismo dominio.

Derivada: La derivada de una determinacion de z¢ se calcula aplicando la regla de la cadena,
y usando la identidad z = €87,

d c __ d clogz __ C clog z
—Z = —€ = —€
dz dz z
& _ _
_ clogz _ Ce(c logz __ ez 17
elogz

con |z| >0, a <argz < a+2myacR.

Algunas propiedades:
° Zczc’ —_ Zc+c’

c.lc

o (z2) =z

/ . /
e (2°)° no es igual a 2°¢ a menos que ¢ sea entero

Tener en cuenta, como hemos indicado en otras ocasiones, que algunas propiedades pueden no
valer cuando se usa el valor principal. Por ejemplo, la identidad (z 2')¢ = 22’ no es valida si

se utiliza el valor principal.
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Actividad 8: Calcular,

° Z22

Sol.: logi = Y™ Juego i% = e

2ilogi __ e—(4n+1)7r
5 =

o (1+41).
Sol. - 10g(1 —i—l) _ 1 1I12+ 8n+1 Entbm, luego (1 + ) _ 6ilog(1+i) — 67(8n+1)7r/4+i(1n2)/2

Determinacién principal de la potencia compleja: Siendo Log z continuo en el dominio
|z| > 0, —m < Argz < =, implica que también lo es z¢ en el mismo dominio. Esta funcién
es una de las posibles determinaciones o ramas de la funciéon multivaluada z¢ y se la llama
determinacion o rama principal de z°. Luego, la determinacién principal es

fl(z) — ¢ — 6cLogz7

con |z| >0,y —7m < Argz < .

2.11 Funciones trigonométricas y sus inversas

. ; i . iT__,—iT T —ix
A partir de e y e™**, para x real se deduce, sinx = 57—, y cosz = % Por lo que

resulta natural definir las versiones con argumento complejo promoviendo = — z,

eiz _ e—iz
sin z = -
21
eiz + efiz
cosz = ———
2
A partir de ellas definimos,
sin z cos 2
tan z = cotz = —
cos 2 sin z
1 1
secz = csCz = —
cos z sin z
La tangente y la secante son singulares en z = (2n + 1)7/2, con n = 0, £1, - - -, mientras la

cotangente y la cosecante lo son para z = nm, conn =0,+1,---.

Derivadas: El sinz y cos z son funciones enteras dado que son combinaciones lineales de las
funciones enteras e"* y e”**. Mientras que el resto de las funciones son analiticas excepto en los

ceros del denominador.
Usando la regla de la cadena y la derivada de la exponencial obtenemos las siguientes

expresiones para las derivadas,

—sinz = CoS 2 — oSz = —sSsInz — tan z = sec? 2
dz dz dz
d d
—cotz = —csc? 2 —secz = secztanz —cscz = —csczceot z
dz dz dz

Identidades: Las identidades del calculo usual también son validas,

sin(—z) = —sin z cos(—z) = cos z cos®z +sin’z = 1

sin(z; & 2z3) = sin z; cos 25 £ oS z; sin 29 cos(z1 & 2z3) = €OS 21 COS 29 F sin 27 sin 2o
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Actividad 9: Verificar cos? z + sin® 2z = 1.

Periodicidad: Las funciones seno y coseno son periédicas con periodo real 27:

sin(z 4 27) = sin z

cos(z 4 2m) = cos z

Actividad 10: calcular los valores de z que satisfacen sin z = 5.

Sol.: sinz = % = 5. Luego, e2*—10ie** —1 = 0, que tiene por solucién e = (542+/6)i.
Usando ¢ = w — z = logw, obtenemos iz = In[i(5 + 2v/6)] — z = —i In[i(5 £ 2V/6)].
Resolviendo el logaritmo resulta, 219 = W —iln(b + 2\/6)

Moédulos: El médulo de las funciones trigonométricas puede ser 1til para resolver ecuaciones
trigonométricas. Operando algebraicamente resulta

, e — e @) _ o=il@t) e Y(cosx +isina) — e¥(cosx — isinw)
sin z = - = - = -
21 21 21
. ey + e_y . ey — e_y
= smxT +1cosx

luego,
sin z = sin x cosh ¢ + ¢ cos x sinh ¥ .

Del mismo modo puede mostrarse,
cos z = cosx coshy — isinxsinhy.

Entonces,

|sin z| = \/sin2 z cosh? y + cos? zsinh? y = \/sim2 z + sinh?y

|cos z| = \/(3052 z + sinh? y
donde hemos usado sin®z + cos>x = 1 y cosh?y — sinh®y = 1.

Ceros del seno: para hallar los ceros del seno utilizamos la expresién del modulo que de-
ducimos arriba,
| sin z|? = sin® z + sinh®y = 0.

Siendo sin?z y sinh? y no negativos, debe ser sinz = 0 y sinhy = 0 simultdneamente, esto

es,
T =nm
y=0,
conn =0,+1,£2 ---. Luego, los ceros del seno con argumento complejo son los mismos que

los cero del seno con argumento real z = n.

Ceros del coseno: de modo similar podemos determinar que los ceros del cos z son reales

z =2 conn=0,=%1, .
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Inversa del sin z, cos z, tan z

Primero vamos a construir explicitamente la inversa del seno usando las propiedades de la
funcion logaritmo. Esto nos permitira ver que la inversa es una funcion multivaluada y nos dara
la pista para saber como restringirla para que sea univaluada. Luego daremos, simplemente,
las definiciones del resto de la funciones trigonométricas inversa, pero ya sabiendo como debe
procederse en caso que deseemos hacerlo.
Queremos hallar una expresion de w cuando sinw = z,
) eiw _ e—iw ) o
sinw=2=———— = ¢ - 22e™" —1=0
21
luego, '
elw — 7:25 + (1 o 22)1/2,

donde (1 — 2%)/2 tiene dos soluciones. Esto ya muestra que la inversa del seno va a resultar, al
menos, bivaluada. En este estadio podriamos tomar una de las dos posibles raices o ramas.
Hallando w usando la funcién logaritmo, resulta

w=—iln[iz+ (1 - zz)l/ﬂ )

lo que resulta en una funcién multivaluada, debido a la definiciéon del argumento de la funcién
logaritmo. Luego
sin~! z = arcsinz = —iln [iz +(1— 22)1/2]

es multivaluada. Restringiendo una de las raices y el argumento podemos hacerla univaluada.
Alternativamente podemos definir una superficie de Riemman. La figura 2.9 muestra superficie
de Riemann de la funcién compleja arcsin z. Podemos ver que hereda las propiedades de las
funciones argumento y raiz cuadrada, esto es, una hélice infinita y una conexién entre hojas,
respectivamente.

Figure 2.9: Superficie de Riemann de la funcién arcsin z (gentileza Leandro Salvaiid)
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Actividad 11: Calcular sin™" /5.
Sol.: Tomando z = /5 resulta,

1/2

sin™! V5 = —ilogliv/5 + (1 - (V5)?) ] = ~ilogliv/5 + (—4)/7].
. Las dos raices de (—4)'/2 son 42i. Luego,
sin™! v/5 = —ilog[iv/b + 2i] = —ilog[i(v/5 £ 2)] .
Trabajemos sélo con el término del logaritmo,

log[i(vV/5 £ 2)] = In |(v/5 £ 2)| + i(Argli(v/5 £ 2)] + 2n7)
—In(vV5£2) + i(g + 2n)

El primer término puede reescribirse del siguiente modo,

V542

\/5+2]
54 1

\/5+2]:1n[\/5+2
= —In(v5 +2)

In(v5 — 2) = In[(v/5 — 2)

—In| ]

Luego, el término del logaritmo resulta,
Inf[i(v5+2)] = £ In(v5 +2) + i(g + 2nm) .

Juntando el término del logaritmo con el término —i de la ecuacién original sin™!v/5 =
—iIn[i(v/5 & 2)], tenemos

sin™! v/5 = (—i) [j: In <\/§+ 2> +1 <g + 2n7r>}
= Filn (V5 +2) + (5 +2nn)

1+4
= +2 n7r$iln(\/5+2>

que resuelve sin~! /5.

Otras funciones inversas

ellas también son multivaluadas.

Derivadas de las funciones inversas: Definiendo las funciones inversas de modos que
sea simplemente valuadas, por ejemplo tomando la parte principal de la raiz y el logaritmo,
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podemos definir sus derivadas. La derivada del sin™! 2z y cos™! z depende de los valores elegidos
para las raices; mientras la derivada de la tan~! 2z no depende de esta eleccién,

d . 1
Esm z = —<1_22)1/2
. -1
@COS z:—<1_z2)1/2
1 1
Etan z= 1522

2.12 Funciones hiperbdlicas

Siguiendo la definicion del calculo usual con x — z se define,

sinh z = < ; < coshz = che”
Luego,
tanh z = sinh 2 cothz = C?Sh :
coslh z sn‘ilh z
sechz = cosh z coshz = sinh z
Identidades:
sinh(—z) = —sinh z cosh(—z) = cosh z

cosh? z —sinh®z = 1
sinh(z; £ z9) = sinh z; cosh z5 & cosh z; sinh 2,

cosh(z; £ z2) = cosh 21 cosh 2z, £ sinh 2 sinh 29

d
— sinh 2 = cosh 2 — cosh z = sinh 2 — tanh z = sech? z
z dz dz
d 9 d d
— coth z = —csch” z —sech z = —sech z tanh 2 —csch z = —csch 2 coth z
dz z dz

Derivada de las funciones hiperbdlicas: Tanto el sinh z como el cosh z son funciones
enteras por ser combinaciones lineales de exponenciales. La funcién tanh z es analitica en el

dominio en el cual cosh z # 0. Sus derivadas resultan:

4 ginh 2z = cosh z 4 cosh z = sinh 2 4 tanh 2z = sech? 2
dz dz dz
% coth z = —csch? 2 d%sech z = —sech z tanh 2 d%csch z = —csch z coth z

Identidades entre funciones trigonométricas e hiperbdlicas:

sin(z) = —isinh(iz) cos(z) = cosh(iz)
sinh(z) = —isin(iz) cosh(z) = cos(iz)

tan(iz) = i tanh(z)
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Médulos: Sea z =x+ 1y,

|sinh z|? = sinh® z + sin? y

| cosh z|? = sinh? z + cos? y

Funciones inversas: De modo similar a como se definieron las funciones trigonométricas
pueden introducirse las hiperbdlicas, las cuales también son multivaluadas,

sinh™ 2z =In [z + (2" + 1)1/2]
cosh™ z=1In[z+ (2° — 1)1/2}

1 1+2z
tanh™'z = =1
anhl 2n(1_2)

Derivadas de las funciones inversas: Del mismo modo que para las funciones trigonométricas
inversas, se puede definir derivadas tomando la parte principal de la raiz y el logaritmo, segin
corresponda. Se trabajan en forma similar a las inversas trigonométricas, obteniendo para sus

derivadas,

1

— 1 _1 _—ee——————

7 Py
1

-1 _

E COSh zZ = m

d —1

—tanh ™'z =

dz ant e 22 -1

Actividad 12: Relacionar alguna funcién trigonomética con argumento puramente imagi-
nario, por ejemplos sin(iy), con las funciones hiperbdlicas y viceversa.
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Chapter 3

Integrales y series

Modificado: 2023.12.17

Fuente: R. V. Churchill, J. W. Brown. Variable compleja y aplicaciones. 4ta Edicién.
McGraw-Hill. Boston (1988). Capitulos 4 y 5.

Contenido: Funciones complejas. Integrales curvilineas. Teorema de Cauchy-Goursat. Prim-
itivas. Integrales de funciones multivaluadas. Férmula integral de Cauchy. Enunciados de
teoremas. Series de potencia. Serie de Taylor. Serie de Laurent.

Observacion: La definicion de sucesiones, series y sus ropiedades fueron introducidas en la
asignatura Andlisis Matemético III (2do ano, ler cuatrimestre).

Dedicacién: tres (3) clases.

3.1 Integrales

3.1.1 Definiciones preliminares

Funcién compleja a variable real Sean las funciones reales v y v, en la variable real ¢,
continuas por trozos en a < t < b. Luego,

w(t) = u(t) +iv(t)

es continua por trozos.

Integral definida de una funcion compleja a variable real: se define la integral de la
funcién compleja w a variable real como

/abw(t)dt:/abu(t)dt—i—i /abv(t)dt

siempre que las integrales de la derecha existan, lo cual se verifica para funciones continuas a
trozos en el intervalor a < ¢ < b.
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Propiedades:

e La parte real e imaginaria satisface,

e Sea z; una constante compleja,

/abzow(t)dt:zo /abw(t)dt

e Sea w(t) continua por trozos en a <t <b

/ bw(t)dt] < [ a
/aoow(t)dt‘ g/aoo (b)) dt
/abw(t)dt:/acw(t)dt—i—/cbw(t)dt

w(t) = u(t) +iv(t)

e Supongamos que

son continuas en a < ¢t < b. Si

W'(t) = w(t)
en a <t < b, entonces

U'(t) = u(t)

V'(t) = v(t).

Luego,

/bw(t) dt=U(t), +i V),
= W) .

e Fl teorema del valor medio no es valido

/ w(t)dt # w(c)(b— a)

Actividad 1: Verificar que no se satisface el teorema del valor medio para w(t) = e

con 0 <t < 2.

e Otras propiedades:
dw(—t) dw(t)

/
= = — _t
dt a |, = v

/;aw(—t)dt _ /abw(T)dT
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Sobre contornos: las integrales de funciones complejas a variable compleja se definen sobre
curvas en el plano complejo, en lugar de sobre intervalos sobre el eje real.

Definicién de arco: un conjunto de puntos z = (z,y) en el plano complejo se dice que es
una arco si

con a <t < b, donde x(t) e y(t) son funciones continuas del pardmetro real ¢. Esto establece
un mapeo continuo del intervalo a < ¢ < b al plano (z,y) o z. Los puntos de la imdgen z se
ordenan segun valores crecientes de ¢ en una curva C' y escribimos,

z=2z(t) =z(t) + iy(t)

con a <t <hb.

Ejemplo: (cont = x)

1+i 2+1

(3.1)

o 1 2 x _Jrtir 0<x <1
T +1 1< <2

Ejemplo: Arco de circunferencia (semicircunferencia superior de Fig. 3.1) centrado en z; =
Zo + iyl)? ]
z = zy+ Re'?,

cont=460¢€[0,7]y

x(0) = xo + Rcosd
t(0) = yo + Rsind.

Definicién de arco Jordan: se denomina arco simple o arco de Jordan si el arco no se
corta a si mismo, esto es z(t) # z(t') cuando t # t'.

Definicién de curva de Jordan: cuando el arco C' es simple excepto por el hecho que
z(a) = z(b), con a <t < b, decimos que C' es una curva simple cerrada o curva de Jordan.

Convencion de circulaciéon: cuando la curva de Jordan se recorre en sentido anti horario
se la considera positivamente orientada.

Ejemplo: 2z = z,+ Re?, con 0 € [0,27] es una curva de Jordan que define una circunferencia
recorrida en sentido anti horario, Fig. 3.1.
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Figure 3.1:

Definicién de arco diferenciable: Sea que z(t) = x(t)+1 y(t) describe un arco C. Supéngase
que existen y son continuas en todo el intervalo a < t < b las derivadas 2’ e 3y/. En tal caso C
se denomina arco diferenciable, cuya longitud L viene dada por la integral,

b b
L:/ |z’(t)|dt:/ VE?Z+ ()2 dt.

Definicién de arco suave o regular: si 2/(t) es continua y no nula en el intervalo a <t <b
decimos que la curva es suave o regular.

Definicién de arco suave a trozos o contorno: un contorno o arco suave a trozos, es
un arco formado por un nimero finito de arcos suaves.

Ejemplo: ver ejemplo arriba de la funcién partida z(t) = ¢ + it para 0 <t <1, z(t) =t +1
para 1 <t < 2.

Sobre la longitud: la longitud de un contorno simple o simple cerrado es la suma de las
longitudes de los arcos suave que lo forman.

Sobre el teorema de la curva de Jordan: con cualquier curva simple cerrada o contorno
simple cerrado C' estan asociados dos dominios, cada uno de los cuales tiene a los puntos de C
por unicos puntos frontera. Uno de estos dominios, llamado el interior de C' es acotado; el otro,
que es exterior de C, es no acotado. Estas definiciones constituyen el llamado teorema de la
curva de Jordan. La demostraciéon rigurosa no es sencilla aunque la visualizacion geométrica
es clara.

3.1.2 Integral curvilinea

La integral de una funcién compleja a variable compleja,

|1 = [ 1) Ga-

t € [a,b]
2(t) = x(t) + iy(t)
f(z) =ulz,y) +iv(z,y)

/Cf(z) dz:/c[u(m,y)—iriv(a:,y)]dz
/ [u(z(t),y(t)) + iv(x(t), y(t))](de(t) + idy(t)
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es una integral curvilinea, donde C' es un contorno en el plano complejo que se extiende
desde el punto z = z; al punto z = 25. Luego, se trata de una integral de linea, de modo que
su valor depende, en general, del contorno C' y del integrando f. Usamos la siguiente notacién

/C () dz

o, si la integral no depende del contorno, usamos

/Z F(2)dz

Definicién de la integral: supongamos que la ecuacion

z(t)

con a <t < b, describa un contorno C' de z; = z(a) a 2o = z(b). Supongamos, también que

f(=(1))

es continua a trozos en a < t < b, lo cual entendemos como que f(z) es continua a trozos en
C. Luego, definimos la integral de linea o integral de contorno de f en C es término del

parametro t como:
b
[ r@rdz= [ ey i (3.2)
C a

Sobre la integral circulando el contorno en sentido opuesto: La integral de f(z) sobre
una curva C' recorrida en un sentido, se relaciona con la integral de f(z) sobre la misma curva
recorrida en sentido opuesto de la siguiente forma (ver Fig. 3.2)

Qﬁcﬂ”d /f

En el Apéndice A.5 mostramos esta identidad.

Z

Figure 3.2:

Propiedades:

e Sea el contorno C' formado por los contornos C; y Cy, de modo que el punto inicial de Cs
es el final de C y se lo puede representar C' = Cy + Cs. Ver Fig. 3.3

/ f()dz= [ f(z)dz+ | f(2)dz
C C1 Co
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C 7

c 2
Zy

Figure 3.3:

Sea zp una constante compleja

L%ﬂ@M:%Lﬂ@M.

Otras propiedades:

Auw+ﬂmwzlﬂ@@+4¢@@.

‘ IRCL

Supongamos que f(z) es continua por trozos sobre el contorno C. Si M es una constante
no negativa tal que

< / F(=(0) 2'(2)] dt

[f(2)] < M

/C f(2)dz

con L la longitud del contorno.

para todo z en C', entonces

b
<M / |2/ (t)] dt
<ML,

Actividad 2: Acotar la integral |, c (zzftiﬁdz, con C el arco del primer cuadrante

del ciculo |z| =3 (ie. 21 =3y 2z = 3i.)
Rta.:

222 —1 ‘ I
(224 1)(22 4+ 4)
2122 +1 - 2R? +1
TEHDE T (2 1)(2 4 4)]
19

T2+ 1) (22 +4)|

con L = 7 y donde hemos acotado el numerador. Ahora acotamos denominador,
(2% + D" + )] > [(|2]* = 1)(|2] = 4)] = [(R* = 1)(R* - 4)]
> 40

/ 222 -1 p ‘
z
o (224 1)(22+4) -

Luego,

/ 222 —1 ds| < 19 I 19
z = —
c (224 1)(z2+4) (224 1) (224 4)] 40
197
< 270
— 160
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Actividad 3: La siguiente integral nos sera de utilidad al tratar el tema de residuos. Calcular
la integral de f(z) = z = e~% en los siguientes tres contornos:

e Semicirculo superior centrado en el origen de radio unidad, recorrido en sentido horario.
Sol.: Parametrizacién de la curva: z = e, con 7 > 6 > 0. Luego

0
L = / e (ie?dh) = —ir,

donde hemos usado dz = ie??df.

e Semicirculo inferior centrado en el origen de radio unidad, recorrido en sentido antihorario.
Sol.: Parametrizacién de la curva: z = e, con —7 < 0 < 0. Luego

0
I, = / e (ie?df) = in .

™

e Circulo centrado en el origen de radio unidad, recorrido en sentido antihorario.
Sol.: Podemos componer la integral sumando las dos anteriores, teniendo en cuenta en
forma apropiada la suma de los contorno. Para tener el circulo recorrido en sentido
antihorario debemos sumar I con —1I;, luego

I = IQ + (-Il) =2ms.
Alternativamente: Podemos integrar en la circurferencia completa en sentido positivo,

2w
I= / e (ie"df) = 2ir .
0

La conexién con residuos es observar lo siguiente,

) 1
/Zdz—/e”adz—/—.edz
c c ce
1
:/—dz
CZ

1
/ —dz = 2im
CZ

con C' recorrido en el sentido positivo. Luego veremos 1/z tiene un polo simple en z = 0 con
residuo 1. Veremos que la teoria de residuos dice que integrales en contornos cerrados que
contengan al polo es igual al producto 27 por el residuo, por lo que no haria falta hacer ningin
calculo, y el resultado de la integral es independiente de la forma de C, maravilloso, no?

luego,

Actividad 4: repetir los célculos para un semicirculo de radio 2 definido entre —7/2 y /2.
Considere las diferentes opciones y luego compdngalas para obtener el resultado de un contorno
cerrado.”
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3.1.3 Teorema de Cauchy-Goursat

Teorema de Cauchy-Goursat: si una funcién f es analitica en todos los puntos de un
contorno simple cerrado C' y en su interior, entonces

/C f(z)dz =

Una demostracién obsoleta es la que hace uso de exigencia no requerida que f’ sea continua
(formulacién original de Cauchy). Esta demostracién tiene la ventaja de ser corta y elegante
y apela a la ecuaciones de Cauchy-Riemann (la versién que no requiere f’ es algo mas larga y
complicada, no se dard en estas notas).

Informacion preliminar: supéngase que dos funciones reales P y (), de dos variables reales
(x,y) son continuas, asi como sus derivadas parciales de primer orden, en toda la regién cerrada
R formada por los puntos de un contorno simple cerrado C' y los de su interior en el plano zy.
Por el teorema de Green que relaciona la integral de linea con la integral en el area, se tiene

/[ (z,y) dz + Q(z,y) dy] = // (—a—P+%) dz dy

donde el contorno se recorre en sentido antihorario (positivo).
Aplicacion del teorema de Green a f(z): La integral de contorno puede escribirse en término
de u y v,

/Cf(z)dz:/c(u—iriv)(dx—l—idy)
—/C(udx—vdy)—l—i/o(vdx—i-udy)

Luego, aplicando el teorema de Green tenemos

/Cf(z)dz:/c(udx—vdy)—l—i/(vdm—l—udy)

c

:/(—uy—vx) drdy +1 /(—vy+u$)dxdy
R R

/Cf(z)dz:O

donde en la tltima linea se ha aplicado la ecuacién de Cauchy-Riemann, u, = vy, uy, = —v,.
Recordemos que esta no es la demostracion segin las condiciones del teorema, porque hace
uso de la continuidad de f’ que no es requerida por el teorema. Relajar esta condicién fue la
contribucion de Goursat.

Aplicaciones: Aplicando el teorema de Cauchy-Goursat, sin calcular las integrales, tenemos

/dz:()

C

/zdz:O
c

/zzdz:()
c

o4

e Para cualquier contorno C,

e Para cualquier contorno C,

e Para cualquier contorno C,



Actividad 5: porqué vale para cualquier contorno simple cerrado?

e Sea C' el disco entre |z] = 2 y |z|] = 1 con el contorno externo recorrido en sentido
antihorario y el interno en sentido horario. Entonces,

/ L -0
—_—— adz =
o 22(2249)

Actividad 6: Qué pasaria si:

— sélo consideramos el contorno |z| = 2

— que pasarfa si consideramos el contorno |z| =4 y |z| = 1 circulado como el |z| = 2
ylel =17

Comentario: El contorno formado por el anillo del disco C' entre |z| = 2y |z| = 1 no tiene
la estructura simple de los otros ejemplos, pero ain asi vale Cauchy-Goursat. En lo que sigue
veremos esto con un poco mas de detalle.

Definiciéon de dominio simplemente conectado: un dominio D simplemente conexo
es un dominio en el que todo contorno simple cerrado contenido en él encierra sélo puntos de

D.
Ejemplo: circulos

Definicién de dominio multiplemente conexo: un dominio que no es simplemente conexo
se dice multiplemente conexo.
Ejemplo: anillos

Version alternativa del teorema de Cauchy-Goursat usando el concepto de simple-
mente conexo: Si una funciéon f es analitica en todo un dominio simplemente conexo D

entonces,
/ f(z)dz =0
C

donde C' es cualquier contorno simple cerrado contenido en D. Se puede reemplazar aqui el
contorno simple cerrado por un contorno cerrado arbitrario C' que no sea necesariamente simple.
Pues si C' se corta él mismo un nimero finito de veces, estd formado por un nimero finito de
contornos simples y cerrados, ver figura 3.4.

y
c
o X
Figure 3.4:
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Independencia del contorno(camino): Consideremos los contornos C; y Cy de la figura
Fig. 3.5, en un dominio simplemente conexo D, ellos tienen el mismo punto inicial y final, de
modo que C; y —C5 unidos forman un contorno cerrado,

f(z)dz+ f(z)dz=0
Cl C’2
f(z)dz— [ f(2)dz=0
Cl 02
f(z)dz= [ [(z)dz
C1 02

lo que muestra que la integral de z; a 29 es independiente del camino cuando f es analitica en
D. Esto es lo que se entiende cuando se usa la notacion,

Figure 3.5:

Teorema de Cauchy-Goursat para dominios miiltiplemente conexo: Sea C un con-
torno simple cerrado, y sean Cj, con j = 1,2,--- ,n, contornos simples cerrados dentro de C,
tales que las regiones interiores a cada C} no tengan puntos en comun. Sea I? la regién cerrada
formada por todos los puntos dentro de C, salvo los puntos interiores a cada C}, ver figura 3.6.
Denotamos por B toda la frontera orientada de R formada por C' y todos los contornos Cj,
recorridos en un sentido tal que los puntos interiores de R queden a la izquierda de B. Luego,

/Bf(z) dz =0

cuando f es analitica en R.

3.1.4 Primitivas

Sea f continua en D, y supdngase que existe un funcion analitica F' tal que, para cada punto
de D se verifique,

se dice que F' es una primitiva de f en D.
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y
C

o X
Figure 3.6:

Supongamos que el contorno C' tiene la representacion paramétrica z = z(t), con a <t < b.

Luego,
/f m_/f —ﬁ
- EG
/ Ay
| 1@z = Fe0) = Fe@)

Denotando z; = z(t = a) y 22 = z(t = b), a los puntos inicial y final de C, respectivamente,
resulta que la integral es independiente del camino y puede ser calculada a través de su

primitiva, .
[r@a= [ Sz = Fe) - (e

con F' la primitiva de f, f continua en D y C contenido en D.

Curva cerrada: para el caso particular que el contorno es cerrado, z; = zs, luego,

/C f(z)dz =

Propiedad: dos primitivas cualesquiera de una funciéon f pueden diferir a lo sumo en una
constante compleja aditiva.

Juntamos cada elemento descripto arriba en el siguiente teorema.

Teorema: Supongamos que la funcién f(z) es continua en un dominio D. Si una cualquiera
de las siguientes afirmaciones es correcta, entonces también lo son las otras:

e f(z) tiene una primitiva F'(z) en D

e laintegral de f(z) a lo largo de contornos contenidos completamente en D desde cualquier
punto z; a cualquier otro punto 29 tienen el mismo valor

/ J(2) dz = F(z) — F(24)

donde F(z) es la primitiva de f(z).
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e las integrales de f(z) en contornos cerrados contenidos completamente en D tienen todas
valor nulo.

Actividad 7: Calcular las siguientes integrales:

. f;f 22dz para todo contorno entre z; =0y 2o = 1 + 4.
Rta.: f(z) = 22 es entera, luego es analitica en todo el plano complejo, luego es continua.
La funcién F(z) = z3/3 es analitica y verifica F'(z) = 2. Luego F es la primitiva de f

22 3

z
/ 22dz = =
n 3

zZ92 2 . .
° f21 1/z*dz para cualquier contorno de z; a z3 que no pase por el origen.

22

Z1

Rta.: f(z) = 1/z% es continua en todo el plano excepto en el origen.
La funcién F(z) = —1/z con |z| > 0 es analitica, esto es, el dominio no incluye z = 0, y
verifica F'(z) = 1/2°. Luego

con z1 # 0y 2 #0.

Comentario: si el contorno fuera un circulo (atin alrededor del origen) la integral es cero.

Actividad 8: qué pasariasi f(z) =1/27?

Rta.: El dominio def es todo el plano complejo excepto z = 0, pero su primitiva (tomando s6lo
una rama) log z no es analitica en todo el mismo dominio debido al corte rama. Esto significa
que no podriamos calcular la integral en un circulo completo como hicimos para 1/2% usando
la primitiva. Pero, para por ejemplo, 21 = —2¢ y 2z = 2¢, con un contorno parametrizado
por z = 2¢" con —7/2 < 6 < 7/2 tendriamos que f;f 1/zdz con z en el dominio |z| > 0,
—7m < 0 <, tiene por primitiva Log z. Luego,

/ 1/zdz = Log (2i) — Log (—=2i) =i

21

Integrales de funciones multivaluadas: Consideremos integrales donde el integrando es
una funcién multivaluada y por ende admite diferentes realizaciones dependiendo del entorno
en el cual se lo defina. Tomando como ejemplo f(z) = z'/2 con el corte rama en el semieje real
positivo, calcularemos

e la integral de —3 a 3 de dos ramas (realizaciones) diferentes de f;

e la integral de f en un contorno cerrado que encierra el punto rama

3
/ 22 dy
-3

con z'/? = \/?eig, conr >0y0 < <27 tiene un corte en el semieje real positivo, luego no
es continua alli y no podemos evaluar la primitiva en z = 3, esto es, uno de los puntos no esta
contenido en el dominio donde el integrando es continuo.

Alternativamente, podemos definir la realizacién (rama)

fi(z) = 2= \/7_"61'g )
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y
C,
-3
Figure 3.7:
conr >0y -3 <0< 37” cuyo corte se encuentra en § = —%, y por ende estd definida en ambos

extremos de la integracion y todo el dominio si tomamos una curva en el semiplano complejo
superior, como por ejemplo C, ver Fig. 3.7.

Luego,
1/2 ’ 1/2 ’ 2 3|
277 dz = 2% dz = fi(z)dz = =z
Ch -3 -3 3 21

_ 2(33/26103 _ 33/2€mg)

= 2V/3(1 + i)
donde hemos usado

21 = -3 = 3€i7r

Z9 = 3= 36i0

Tomando la realizacién ,
fa(2) = 2% = Vre'z,

conr >0y 5 <0< 57”, se tiene que el corte se encuentra en 6 = 7. Luego, podemos realizar
la integral de z; = —3 a z; = 3 por un contorno en el semiplano complejo inferior, como por
ejemplo C5, ver Fig. 3.7.

Luego,
3 3 2 22
/ zl/2dz:/ zl/2dz:/ fa(2) dz = =232
Co -3 -3 3 21

2 , .
_ 5(33/26127% _ 33/262@)
= 2V/3(=1+41)

donde hemos usado

2z = —3=3e"

29 = 3= 36227},

notar los valores del argumento de z; y 25.

Lo que muestra que diferentes realizaciones de la funcién z!/? dan diferentes valores de la
integral.

Luego, para calcular la integral en un contorno cerrado C', combinamos ambos célculos con
los contornos C; y Cs circulados en las direcciones adecuadas. Consideremos, por ejemplo, la
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circulacién sea positiva,

/Zl/de:/ z1/2+/ 172
C -1 Ca

= (—1)2V3(1 4+ i) + 2v3(—1 + 1)
— 43

lo que muestra que la intergral no es nula para un contorno cerrado.

3.1.5 Formula integral de Cauchy

Sea f una funcién analitica sobre un entorno simple cerrado C' y en su interior. Para cualquier
2o interior a C', vale la siguiente identidad, denominada férmula integral de Cauchy

f(z0) = 1[G

21 Jo 2 — 2

dz

donde el contorno se recorre en el sentido positivo (antihorario).

Actividad 9: identificar qué tiene de diferente esta integral con la integral de Cauchy-
Goursat. Es analitico el integrando?

Comentario: Notar que el valor de la funciéon en un punto interior al contorno se calcula por
sus valores en el contorno, al tiempo que el contorno es arbitrario!, no es maravilloso?

Actividad 10: Calcular la integral
15,

CZ+Z

con
z

9— 22’

f(z) =

y C = |z| = 2 recorrido positivamente.
Sol.: f(z) es analitica en, y dentro de C. Luego,

(2)

L = omif(z)
c?— 20
Escribiendo,
&)y [ 1),
C z+1 C Z — (—Z)
implica zy = —t. Luego

(2) _ o ey g (50
Eti 2mif(z0) = 27TZ1—0

™
5 .
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Actividad 11: Alternativamente el problema anterior pudo haber sido planteado de la sigu-
iente forma: calcular el valor de la siguiente integral

/C 9 z;)(z M

con C = |z| = 2 recorrido positivamente.
Coémo reformularia la solucion?

Derivadas

Sea f analitica dentro y sobre un contorno simple cerrado C' positivamente orientado, y sea z
un punto interior a C. Luego, la derivada de f existe y viene dada por la ecuacion,

f’(z) _ 1 /C( f(zl) . dz

T 2mi z' = 2)

La cual puede deducirse reemplazando las funciones f(z+Az) y f(z) por la correspondiente
expresiones integral de Cauchy en la definicion de derivada como limite del cociente incremental
(no lo desarrollamos en estas notas), lima, o W.

Mediante el mismo procedimiento aplicado a f’ se encuentra,

f”(Z) _ 217”/0 (Z{SZZ)?) ds

Lo que implica que f”(z) existe para z en el interior de C, y por ende f’(z) es analitica
en el interior de C. Iterando este procedimiento y argumento se puede establecer el siguiente
teorema.

Teorema sobre la analiticidad de f y sus derivadas: Si una funcién f es analitica en
un punto, entonces sus derivadas de todos los 6rdenes son también analiticas en ese punto. El
valor de las derivadas en cada punto interior viene dada por la expresion,

F () = 2L / (Ldz

27i z — zg)"H1

donde f es analitica sobre y en el interior del entorno simple cerrado C' recorrido positivamente,
n=1,--- es el orden de la derivada, y 2 es un punto interior a C. Definiendo f©(2) = f(z)
y 0! = 1, podemos incluir la férmula de Cauchy en la expresion anterior.

Actividad 12: pensar que implicancia tiene este teorema sobre las derivadas parciales de u
y v. Esta es la propiedad adelantada en el capitulo anterior la cual fue usada para mostrar la
armonicidad de u y v.

Sobre la analiticidad de Re(f) e Im(f): Cuando la funcién f(z) = u(z,y) +iv(x,y) es
analitica en un punto z = (x,y), la analiticidad de f’ asegura alli la continuidad de f’, luego,
las derivadas parciales de u y v son continuas en ese punto, dado que f’' = u, +1v, = —iu,+v,.
Repitiendo esta légica a derivadas de mayor orden, se concluye que las derivadas parciales de
u y v de todos los 6rdenes son continuas en todo punto en el que f es analitica.
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Actividades 13: Calcular las siguientes integrales suponiendo que C' es un contorno simple
cerrado con orientacion positiva y zg interior a C'.

1
/ dz
C 720

ﬁdz = 2mif(z9) = 2mi
C 70

e Calcular

Sol.: Tomando f(z) =1

Observacion: hacer el viculo con la integral vista en la pag. 53

/ zdz
C=|z|=1

1
—d
/C(Z—Zo)"“ <

e Calcular

conn=12---.
Sol.:

/ e dz = 2m M (29) =0
c

(z — 2)"t1""  nl

donde hemos usado f(z) = 1, luego f™(z) = 0 para todo z interior a C'y n > 1.

622
—4dZ
Cilz|=1 #

Rta.: Sea f(z) = e* y zy = 0, entonces

C:|z|=1 z4 C:|z|=1 (Z - 0)3+1

_2mi gy 8

e (Calcular

3 3

3.1.6 Enunciados de teoremas

En esta seccion se enucian algunos teoremas de interés.

Teorema de Morera

Si una funcién f es continua en un dominio D, no necesariamente simplemente conexo, y si

/Cf(z) dz =0

para todo contorno cerrado C' contenido en D, entonces f es analitica de D.

Veamos... Usando informacién de las secciones anteriores construimos el siguiente argumento.
Dado que f es continuay | o f(2)dz = 0, por hipétesis, se infiere que las integrales no dependen
del camino, y luego que f tiene una primitiva F. Esto es, existe una funcién analitica F(z) tal
que F'(z) = f(z) en cada punto de D. Por ultimo, sabemos que la derivada de una funcién
analitica también es analitica, por lo que f es analitica.
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Funciones constantes

Sea f = u + iv analitica en un dominio D. Si u = cte, o v = cte, o |f| = cte en D, entonces
f(x,y) es una funcion constante.
Veamos..

e Si u = cte, entonces u, = u, = 0. Luego, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann por ser
f analitica tenemos, v, = —u, =0y v, = u, =0, luego v = cte, y f =u + v = cte.

e Si v = cte, seguimos la légica del item anterior y resulta f = u + iv = cte.

e Si|f| = cte, entonces
[P = +v* =cte = (|f|*) =0

Derivando la expresién u? + v? = cte con respecto a x e y resulta

2uu, + 2vv, =0
2uuy + 2vv, =0

Usando las ecuaciones e Cauchy-Riemann v, = —u, y v, = u,, construimos dos ecuaciones
para u; y Uy,

Upt — Uyv = 0

UpV + uyu =0

2
ux(v—ku—) =0
v

Consideremos las dos posibles opciones:

Entonces,

—Siu, =0=u=cte= f =cte

— Si (v—i—“—;):0:U2+u2:0,ysiendovz>O,u2>0:u:v:0:f:0:cte

Principio del maximo

En el apéndice A.1 damos material complementario para contextualizar el principio del maximo
enunciado aqui.

Si una funcién f(z) es continua en una regién R cerrada y acotada, y f(z) es analitica y no
constante en el interior de R, el médulo |f(z)| alcanza su méximo en la frontera de R y nunca
en el interior.

Actividad 14: Calcular el maximo de |sin z| en la regién R mostrada en la Fig. 3.8.
Rta.: Escribiendo

|sin z| = \/sin2 x + sinh?y

obtenemos = = 7/2 e y = 1.

Actividad 15: Calcular el minimo de la actividad anterior. Ocurre en la frontera?
Rta.: si
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(77/2,1)

Figure 3.8:

Teorema de Liouville

Si f es entera y acotada para todos los valores de z en el plano complejo, entonces f(z) es
constante en todo el plano. Ver Apéndice A.2 para mas detalles.

Teorema fundamental del algebra

Cualquier polinomio P(z) = Z;'L:o a; 27, con a, # 0, de grado n, con n > 1, tiene al menos un
cero. Esto es, existe al menos un punto z, tal que P(zp) = 0.

Actividad 16: cémo se conecta este teorema con lo que uno espera que P(2) Y ", a; 2/
tenga n ceros?

Rta.: Del teorema se infiere que P(z) puede factorizarce de la forma P(z) = (z — 21)Q(z) con
(Q)(z) un polinomio de orden n" = n — 1. Luego, por el teorema este polinomio @ de orden n’
tiene al menos un cero, por lo que puede factorizarce como Q(z) = (z — z2)H(z). Repitiendo
esta logica llegamos a los n ceros de P(z). Luego, como una consecuencia se demuestra que un
polinomio de grado n, con n > 1, tiene a lo sumo n ceros.

3.2 Series

3.2.1 Definiciones preliminares

En lo que sigue desarrollaremos la representacién en series de funciones analiticas. Se presentan
los teoremas que garantizan la existencia y se dan algunas herramientas para manipularlas.

Convergencia de sucesiones: una sucesion
1522, 5 2ny " "

de nimeros complejos, tiene por limite z si, para cada nimero positivo € existe un entero
positivo ng tal que,
|zn — 2| < €

siempre que n > ny (donde ngy puede depender de €). Ver Fig. 3.9.
La sucesién zi, 2o, -+ , 2, - - - puede tener a lo sumo un limite, esto es, el limite z es tinico.
Cuando el limite existe, se dice que la sucesiéon converge a z; y se escribe

lim z, = z.

n—o0

Si la sucesiéon no tiene limite, se dice que diverge.
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Figure 3.9: Limite de una sucesion.

Teorema: Supodngase que 2z, =, +1iyp, conn =1,2,---,y que z =z + 1y. Entonces
lim z, = 2
n—oo

si y solo si

lim z, =z
n—o0
n—oo

Actividad 17: calcular el limite de la sucesién z, = 1/n3 + .
Rta.:

1 1
lim (——l—z) = lim —3+ilim 1=04+:1=1

n—00 n3 n—oo M n—oo

Convergencia de series: Una serie

o0

Zzn:zl+22+'--+zn+-~~

n=1

de nimeros complejos converge a la suma S si la sucesion

N
SNZZZn=Z1+22+---+ZN
n=1
de sumas parciales, con N = 1,2,---, converge a S; luego escribimos
o]
Z zZn =95
n=1

Dado que la sucesion puede tener a lo sumo un limite, una serie puede tener a lo sumo una
suma. Cuando una serie no converge, decimos que diverge.

Teorema: Supodngase que z, =, +1yp, conn=1,2,--- yque S =X +1:1Y. Entonces,

o0

Zzn:S

n=1

si y solo si,

ixn =X
n=1
n=1



Corolario: si una serie de nimeros complejos converge, el n-ésimo término converge a cero
cuando n tiende a infinito. Luego, los términos de una serie convergente estan acotados, esto
es, existe M > 0 tal que |z,| < M para cada n.

Definicién de serie absolutamente convergente: si la serie de nimeros reales

Z|Zn| :Z V$%+y721
n=1 n=1

con z, = &, + 1y,, converge, decimos que la serie >, 2, es absolutamente convergente.

Definicién de resto: para una serie que converge al niimero complejo S, definimos el resto
como la diferencia entre S y la suma parcial de los N primeros términos,

pN:S—SN.

De este modo
S =Sy +pn

y dado que
|Sn = S| = lpn — 0

una serie converge a S si y sélo si la sucesion de restos tiende a cero.

Definicién de series de potencias: son series con la siguiente forma

Zan(z—zo)”:a0+a1(z—20)+a2(z—z0)2+~--++an(z—zo)"+---

n=0

con 2y v a, constantes complejas, y z cualquier nimero complejo de alguna regiéon que contiene
a 2p.

Actividad 18: \Verificar la suma de potencia siguiente usando restos

> 1
Zzn:l—z

n=0

con |z| < 1.
Rta.: Partimos de la identidad (para z # 1)

1 — Zn—i—l

I+ z+22 442" =
11—z

y escribimos la suma parcial
N-1
Sn(z) = Z =14z 44N
n=0

para z # 1, como
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Luego, usando S(z) = 1/(1 — z) construimos el resto

px(2) = S(2) = Sw(2) = T

con z # 1. En el limite N — oo el resto tiende a cero para |z| < 1,

R E

por lo que vale

o0 . 1
nZ:OZ T 1-2

con |z| < 1.

3.2.2 Teoremas relativos a series de potencia

Convergencia absoluta: La convergencia absoluta y - |z,| de una serie de nimeros com-
plejos implica la convergencia de la serie Y7 | z,.

Convergencia en el interior de un disco: Si una serie de potencias >~ ja, (z — zo)"
converge para z = zq, COn 21 # 2y, es absolutamente convergente para todo valor de z tal que
|z — 20| < |21 — 20]-

Convergencia en el exterior de un disco: Si la serie )~ | (Z_bgo)n converge cuando z = 2;
con z1 # 2, entonces es absolutamente convergente en todo punto z exterior al disco centrado

en 2y que pasa por 2.

Convergencia uniforme: ' Laserie de potencias Y- a, 2", con |z| < R, es uniformemente
convergente en todos los puntos z de un disco cerrado centrado en el origen contenido en el
interior del disco de convergencia.

Continuidad: La serie de potencias Y~ a,, 2" representa una funcién continua de z en cada
punto interior de su disco de convergencia.

Integracion: Denotemos por C' un contorno cualquiera en el interior del disco de convergencia
de la serie de potencia S(z) = Y " a, 2", y sea ¢g(z) una funcién continua en C. La serie
formada multiplicando cada término de la serie por g se puede integrar término a término

sobre C, N
/C 9(2) S(2) dz = nz;an /C g(2) =" d

Analiticidad: Laserie de potencias S(z) = >, a, 2" representa una funcién que es analitica
en todo el interior del disco de convergencia.

1Si la serie convergen, entonces el resto |px(z)| < € para N > N.. Cuando la eleccién de N. depende de €
pero no del punto z, se dice que la serie converge uniformemente en esa regién.
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Derivada: La serie de potencias S(z) = ).~ a, 2" se puede derivar término a término; esto
es, en cada punto z del disco de convergencia se tiene

S'(z) = Znan P
n=1

Observacion: Los ultimos tres teoremas se extienden inmediatamente a las series con poten-
cias positivas o negativas de z — 2.

Producto de series de potencia: Supongamos que cada una de las series de potencias
Yo gan 2™y Yoo b, 2" convergen dentro de alguna circunferencia |z| = R a las funciones
f(2) v g(2) respectivamente. El producto de ellas tiene el siguiente desarrollo en serie valido
para |z| < R,

o
f(2)g(2) = en 2"
n=0
denominado producto de Cauchy, con ¢, = >} ag by_.

Actividad 19: Deducir la expresién de ¢,.
Hint: Los coeficientes ¢,, se obtienen de la identidad

@0 =3 (3) 96000,

n

donde f*)(2) denota la derivada k-ésima, y los coeficientes de Maclaurin a; = ! (k)(zzo), de la

K]
expansion f(z) = >, a 2~

3.2.3 Serie de Taylor

La serie de Maclaurin corresponde a la serie de Taylor desarrollada alrededor del origen. Dada
la importancia de los desarrollos en serie alrededor del cero, se mantiene este nombre especifico,
aunque sea un caso especial de Taylor.

Teorema. Serie de Taylor: Sea f analitica en el disco |z — 29| < Ry centrado en zy y de
radio Ry. Entonces f(z) admite la siguiente representacion en serie de potencia,

f(z) = Zan(z —2)"

con |z — 29| < Ry, donde

0 — F™ ()

n!

conn =0,1,2,---. De modo que la serie converge a f(z) con z en el disco abierto |z —z| < Ry.
Cualquier funcion que es analitica en zy tiene una serie de Taylor alrededor de zy. Si f es

entera, el radio Ry puede ser arbitrariamente grande, esto es |z — zp| < oo, de modo que la

serie converge en todo z del plano finito. Si f no es analitica, entonces el radio de convergencia

tendra por radio R = |z; — 2|, con z; la singularidad més cercana a z.
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Teorema sobre la unicidad de la serie: Si una serie

o0
Z an (2 — z)"
n=0

converge a f(z) en todos los puntos interiores de alguna circunferencia |z — zy| = R, entonces
es el desarrollo en serie de Taylor de f(z) en potencias de z — zp.

Corolario: Si existen constantes a,, tales que

flz) = Z an (2 — 2)"

n=0

para todos los puntos z interiores a alguna circunferencia centrada en zy, entonces esta serie de
potencia ha de ser la correspondiente serie de Taylor.

Propiedad: Las series de Taylor pueden derivarse término a término.

Teorema. Serie de Maclaurin: La serie de potencia de Taylor de f para zy = 0 se denomina
serie de Maclaurin,

. f(n)
f) =y 0

n.

con |z| < Ry.

Ejemplos:

e La funcion
f(z) =¢

es entera, con f(™ = ¢* y f((0) = 1. Luego, su serie de Marclaurin resulta
z __ S Zn
=2
n=0

con radio de convergencia infinito |z| < cc.

e La funcion
f(z) =sinz

también es entera, por lo que tiene radio de convergencia infinito, con f®™(0) = 0y
f@+(0) = (-1)", paran =0, 1,---. Luego

_ o0 o(2n+1)
Sl 2 = Z(—l) m
n=0
con |z| < oc.
e Serie geométrica
1
f(Z) - 1— 2 )
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no es analitica en z = 1, por lo que su radio de convergencia serd Ry = 1. Los coeficientes
resultan,

Luego, su serie de Maclauren es

1 o
1_2222”

con |z| < 1.

Ejemplos derivados de los ejemplos anteriores:

e Sea ,
f(z)=¢

Dado que la composicién de funciones analiticas es analitica (en este caso las funciones
son 22 y €*), podemos obtener la serie de Maclauren a partir de la serie * con la substi-
tucién 22, con el mismo radio de convergencia.

Actividad 20: escribirla

e Sea
f(z) =cosz

Dado que la series de Taylor pueden derivarse término a término, podemos obtener la
serie del cos z derivando término a término la serie del sin z.

Actividad 21: escribir la serie y hallar el radio de convergencia.

e Sea .

f(z) = 142

Se puede obtener de la serie geométrica con la substitucién z — —z.

Actividad 22: escribir la serie y hallar el radio de convergencia.

e La serie de Taylor de la funcion
1

z
alrededor de zy = 1, se puede obtener de la serie geométrica con la substitucion z — 1—z.

Actividad 23: escribir la serie y mostrar que el radio de convergencia es |z — 1| < 1.
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Actividad 24: Usando la serie geométrica expresar la siguiente funcion

1422
224+ 23

f(z) =

en potencias de z para |z| < 1.

Rta.: Notemos que f(z) no es analitica en z = 0, por lo que no podemos aplicar el teorema
de Taylor. De todos modos vamos a proceder usando la expansién de series geométricas y
ver a que nos lleva (esto sirve como motivacién para introducir series alrededor de puntos no
analiticos).

Desarrollemos,

1+ 22 1
22423 22

1 - . - -
== 1+z2(—z>]:;+2( 1)" 2!
n=0 n=0
11 )
=5+t-—1l+z—-2"+

z z

para 0 < |z] < 1.

3.2.4 Series de Laurent

Si un funcién f no es analitica en zy, no podemos aplicar el teorema de Taylor en ese punto.
Sin embargo, en ocasiones es posible obtener una serie que incluye potencias negativas (como

en el de desarrollo de f(z) = %), esto es, términos con (z — z) ™" con n > 0.

Teorema. Serie de Laurent: sea f(z) analitica en un dominio anular R < |z — 2| < Ry,
centrado en zp, y sea C' un contorno arbitrario simple cerrado positivamente orientado alrededor
de 2o y contenido en el dominio anular (ver Fig. 3.10). Entonces, en cada punto del dominio,
f(2) tiene la siguiente representacion en serie, denominada serie de Laurent

o0

f(z) = Zan(z —20)" + Z(Z_b—nzo)n

con z en Ry < |z — 29| < Ry; donde

_ 1 f()
an_Z_Wi/C(z—zo)”“dz

b, = L/ M@,
211 Jo (2 — zg) !
conn=12---

Si f no es analitica en zg pero lo es en el disco |z — 2| < Ra, el radio R; puede hacerse arbi-
trariamente pequeno. Luego, el desarrollo en serie es valido en el disco punteado (agujereado)
0 < |z — 20| < Ry. En forma similar, si f es analitica en cada punto de un plano finito exterior
a un circulo |z — 29| = Ry, la condicién de validez is Ry < |z — 2| < 0.

conn=20,1,2,---;y
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Figure 3.10:

Definicién de parte principal: La parte de la serie formada por las potencias negativas de
2 — zo se denomina parte principal de f en z.

Actividad 25: Mostrar que la serie de Laurent se reduce a la serie de Taylor cuando f es
analitica |z — zo| < Ra.
Rta.: Veamos primero que b, = 0. Reescribimos b,, como

1
b — Ldz
27m (z — zo) —n+l
n 1
d
" omi / 1z :
conn =1,2,---. Luego, dado que f(z) es analitica en |z — zy| < Ry, también lo es en C'y en

su interior. Ademds, f(2)(z — 2)" ! también es analitica pues el integrando es analitico para

n > 1, luego,
b, /f (z—20)" 'dz =0
27rz

Para los coeficientes a,, tenemos

_ 1 /(2)

conn = 0,1,2,---. Dado que f(z) es analitica en |z — z9| < Ry, también lo es en C' y en
su interior, luego usando la expresién de Cauchy para las derivadas de funciones analiticas,
escribimos

O )

21 Jo, (2 — z0)" T nl

que son los coeficientes de la serie de Taylor centrada en z,
1
An = mf(n)(zo)

Teorema. Sobre la unicidad de las series con potencias negativas: Si una serie

o0 o0 o0

n=-—o00 n=0

converge a f(z) en todos los puntos de una corona centrada en zj, entonces es el desarrollo en
serie de Laurent de f en potencias de z — zy para ese dominio.
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Actividad 26: Calcular la series de Laurent para las siguientes funciones:

e Sea )
sin z
fe) =2
para 0 < |z] < oo,
Rta.: Usando el desarrollo del seno tenemos
sinz 1 1 N z 23 N
A 23 3l 517
e Sea
1

f(z):m

para 0 < |z — 1] < 1.
Rta.: Reordenando los términos y usando la serie geométrica resulta,

1 1

2(z—=1) (1-1+42)(z-1)
1 1
z—114+(2—-1)

:Zi1—1+(z—1)—(z—1)2+---
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Chapter 4

Residuos y Aplicaciones

Modificado: 2023.12.18

Contenido: Ceros y singularidades. Teorema de los residuos. Extension analitica. Enuncia-
dos de los teoremas de Riemann y Weierstrass. Uso de los residuos para el calculo de integrales.
Apéndice: Principio del argumento y teorema de Rouché.

Fuentes: (i) R. V. Churchill, J. W. Brown. Variable compleja y aplicaciones. 4ta Edicién.
McGraw-Hill. Boston (1988). Capitulo 5(Sec. 53); Capitulo 6; Capitulo 12(Sec. 102-109). (ii)
D. G. Zill, P. D. Shanahan. A First Course in Complex Analysis with Applications. Jones and
Bartlett Publishers (2003). Capitulo 6.

Dedicacién: cuatro (4) clases.

4.1 Residuos

El teorema de Cauchy-Gousart nos dice que si una funcién es analitica sobre todos los puntos
de un contorno C' y en su interior, el valor de la integral a lo largo del contorno es cero. En
este capitulo analizaremos casos cuando la funcién deja de ser analitica en un ntmero finito de
puntos en el interior de C.

Recordemos el concepto de Singularidad: Un punto 2, se denomina punto singular de
una funcion f si f no es analitica en zg pero si lo es en algin punto de cada entorno de z.

Ejemplos:
e El punto zp = 0 es singularidad de 1/z y log z.

e Cada punto del semieje real negativo es singularidad de Log z.

Singularidad aislada: Un punto singular se denomina singularidad aislada si existe un en-
torno de zp en el que f es analitica salvo zg.

Ejemplos:

e > = ( es singularidad aislada de

Q|
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e > = (), &7 son singularidades aisladas de

z+1
2(2+1)
e 2 = 0 no es singularidad aislada de
Logz,
porque es un punto rama.
e 2 = 1/n son singularidades aisladas de
1
sin(rw/z)’
1. 111
sinnt {. FRIERIDY 1}.
e 2 = 0 no es singularidad aislada de
1
sin(r/z)’

porque es un punto de acumulacion.

Serie alrededor de una singularidad aislada: Cuando 2, es una singularidad aislada de
f, existe R; > 0 tal que f es analitica en todo punto z, 0 < |z — 29| < R;. Luego, f esta
representada por una serie de Laurent,

= b b
Z%Z—Zo L 2 + o

— z—20 (22— 20)?

con 0 < |z — 29| < Ry y a, y b, dados por

L[S

2mi Jo (2 — o)t
b — L/ &)
210 Jo (2 — z9) 7t

donde C' es un arco cerrado simple positivamente orientado alrededor de z, y contenido en el
dominio 0 < |z — 2| < R;.

n —

Observacion: Notemos, que para n = 1, el coeficiente b; da informacién de la integral de f
en C

/ f(2)dz = 2miby

Luego, conocer b; permitiria calcular la integral fc z)dz, donde by deberia obtenerse de un
modo independiente.

Definicién de residuo: El ntimero b; en la serie de Laurent de f se denomina residuo de
f en la singularidad 2.
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Actividad 1: Calcular la integral

672
—d
/c<z—1>2 i

con C' orientado positivamente, definido por |z| = 2.
Rta.:

—z

/Cf(z)dz =2mib; con f(z)= (ze——1)2’

luego, z = 1 es singularidad aislada de f.
Se trata de hallar un desarrollo en serie alrededor de zy = 1.
Reescribimos la exponencial

e—le—(z 1)

y reemplazamos z — —(z — 1) en la serie de e*:

~ n!
Luego
el S~ [-E-1r
(z) = (z —1)* = n!
- - n(z — 1)n—2
= Z< ) nl
n=0
Resultando { 1
17+
bi=e 1! el’
entonces 5
f(z)dz = 7
C

4.1.1 Sobre funciones con miiltiples singularidades

Si una funcién f tiene s6lo un ntumero finito de puntos singulares dentro de un contorno C'
dado, tales singularidades han de ser aisladas. Consideremos los puntos singulares de la Fig.
4.1. Generemos un contorno multiplemente conexo, comenzando desde algin punto de C,
recorriéndolo en sentido (positivo) antihorario y rodeando cada z; con un contorno C’j, el cual
tiene circulacién negativa (sentido horario). Existe un par de contornos paralelos que van de
C a cada C’j, de modo que la circulacién de C' es positiva.

Ahora apliquemos el teorema de Cauchy-Goursat a este contorno. Las contribuciones par-
alelas se cancelan mutuamente ya que ff ;== f 1, mientras la suma de todos los contornos da
que la integral es nula porque no encierran ninguna singularidad:

[ sz [ gzt [ -
c Cy Chn

con C' en sentido positivo y C’j negativo.
Siendo que C; y Cj se recorren en sentido opuesto, [~ f o f(z)dz = — [ f c; 2)dz, luego
J

/f )dz — le 2)dz — - /f )dz =0
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Figure 4.1:

con

/ f(z)dz =2miB;,
G

donde B; se corresponde con el coeficiente b; en la definicién de residuos, para el contorno Cj.
Luego, podemos plantear el siguiente teorema.

Integral de funciones con miultiples singularidades. Sea C' un arco cerrado simple ori-
entado positivamente y f una funcién analitica sobre C' y su interior salvo en un ntimero finito
de singularidades 21, 29, - - - , 2, en el interior de C. Si By, By, -+ , B, son los residuos de f en
tales singularidades, entonces,

C

Actividad 2: Calcular la integral

5z — 2
/ 2y
cz(z—1)
con C definido por |z| = 2 orientado positivamente.
Rta.: Las singularidades son z =0y z = 1. Calculemos los residuos correspondientes
e Desarrollo en z = 0 valida 0 < |z] < 1
52—-2  [(5z—-2)\ (-1)
2(z—1) z 1—=2
9z —2

(1)1 +z+22+---)
1
:—5(1—|—z—|—z2+---)—|—2<;—|—1—|—z+---)

Luego, By = 2.
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e Desarrollo en z = 1 valida |z — 1] < 1

520—2  52—-5+3 5(z—-1)+3  5(z—1)+3

z2(z—1) 202—-1) z2z—-1)  [z=1)+1(z-1)
_5(2—1)4—3{ 1 ]
o (z—1) 1+ (z—1)
5(z—1)+3

e e el U Gl VRN CES VI CE

:5[1—(2—1)—1—(2—1)2—---]—|—3[

Z_l—1+(z—1)—(z—1)2+~--

Luego, By = 3.

Entonces

9z — 2
———dz =2mi(2+3) = 1071
/02(2_1) 2z =2mi(2+3) i

4.1.2 Ceros y clasificaciéon de las singularidades aisladas
Clasificacion de los ceros de las funciones analiticas

Si f es una funcién analitica en zp, existe un disco de radio R centrado en zy en cuyo interior
f esta representada por una serie de Taylor,

f(z) =ap+ Zan(z — 20)"

con |z — 2| < R, ag = f(20), y an = f™(2)/n!.
Si f(z0) = 0, entonces ag = 0; si, ademés f'(z0) = f"(20) = --- = f™1 =0, con f™ £ 0,
se puede escribir

f<Z> = (Z - ZO)m Zam+n<z - ZO)n7

con |z — z| < R, a,, # 0, y g analitica.
Entonces,
f(2) = (2= 20)"g(2),
con zy un cero de orden m de f(z).
Existe un entorno de zy en el que no hay otros ceros de f, a menos que f sea idénticamente
nula. Esto es, los ceros de una funcién analitica no idénticamente nula son aislados.

Clasificacion de las singularidades aisladas

Si f tiene una singularidad aislada en zy entonces f admite un desarrollo en serie de Laurent
en el dominio 0 < |z — 29| < R. Anteriormente hemos denominado parte principal de f la parte
de la serie con potencias negativas. Usaremos la parte principal de f para clasificar los tres
tipos de singularidades aisladas, ha saber:

e Polo de orden m
e Singularidad esencial

e Singularidad evitable
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Polo: Si la parte principal de f en z tiene al menos un término no nulo, pero el nimero de
tales términos es finito, existird un entero positivo m tal que b,, # 0y b, = 0 para n > m, esto
es

> n bl b2 bm
f(z):Zan<Z—Zo) + +(Z—Zo)2+'”+m

zZ — Z
n=0 0

Tal singularidad se la denomina polo de orden m. Donde, no necesariament todos los b,,<,
son no nulos (como parece indicar nuestra expresion de arriba).

Observacion: Un polo de orden unidad m = 1 se denomina polo simple.

Ejemplos:
e La funcién )
24 —2243
Mo =—=5"
con 0 < |z — 2| < oo, tiene a zg = 2 por polo de orden uno o polo simple.
Veamos...
22— 2243 3
f(z) = z—2 _Z+z—2
3
=2 —+ (Z — 2) + TQ
e La funcién b
sinh z
1) =25
tiene un polo de orden 3 en z = 0.
Veamos...
sinhz  —i sin(iz)
flo) = 25E = =
1 . . (ZZ)(2n+1)
= (=) (=) 2n + 1)
n=0
1 Z(2n+1)
T ALY (2n+1)!
Z(Zn—?))
- !
— (2n+1)

donde hemos usado i?"*+1) = (3)(—1)".

Singularidad esencial: Cuando la parte principal de f en z; tiene un nimero infinito de
términos no nulos, el punto se denomina singularidad esencial.

Ejemplo: La funcién e'/# tiene una singularidad esencial en z = 0, pues
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Singularidad evitable: Si todos los coeficientes b,, de la parte principal de f en una singu-
laridad aislada zy son cero, el punto zy se denomina singularidad evitable de f.

Notar que el residuo en una singularidad evitable es cero.

Una funcién f con una singularidad evitable puede hacerse analitica, definiendo que su valor
es ag (coeficiente de la serie) en la singularidad z;. Veamos el siguiente ejemplo.

sinz £
z) = # 4.1
e {1 7 (@.)
En forma de serie seria,
sinz 1 (-1 (z)@n+1)
T O+ 1)
2 z = (2n 4+ 1)!
1 23 N 25 N
B T
_y 22 A

donde ag = 1 en la serie entre corchetes.

Resumen de las singularidades: La Tabla 4.1 resume las singularidades definidas arriba.

EEE | Serie de Laurent para 0 < |z — 2| <R |

Singularidad evitable | ag + a1(z — 20) + a2(z — 20)2 +oee

Polo de orden m %4—-“4-@04_@1@_20)4_...
Polo simple Zﬁlzo +ap+ay(z—z) + -

Singularidad esencial | - -- + (szmo)m + o tagF+a(z—z) + -

Table 4.1: Fuente: libro Zill & Shanahan.

4.1.3 Formas practicas de calcular residuos

Polo simple

Sea f(z) de la forma
¢(2)

z2—2zp

f(z) =

con ¢(z) analitica en zy y ¢(z9) # 0. Usando el desarrollo de Taylor de ¢(z), para |z — 29| < R,
resulta que ¢(zg) es el residuo de f(z).
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Veamos...

= o + o B g B

Z— 2 1 2!

= ——+¢'(20) + ¢"(20) &%)

+...
Z— 2 2!

Luego,
b1 = ¢(20> .

Actividad 3: Hallar los polos de f(z) = (2+1)/(2%+9) y calcular el residuo correspondiente.
Rta.: La funcién

(241
f(z) = 2249
tiene polos en z = +3i.
Calculemos el residuo en z = 3i:
(2+1)
£(z) = (z+1) _ (=439
(z+3i)(z —3i) (= —3i)
e
z— 31
con (4 1)
z+
°) = s
luego,
N R
by = ¢(3i) = 6i
1
=—— =
2
Pendiente: Calculo del residuo en z = —3s.
Polo de orden m
Sea f(z) de la forma
¢(2)
Z) = ———F—,
f( ) (Z _ Zo)m
con m = 2,3,--- con ¢(z) analitica en zy y ¢(20) # 0. Usando, como antes, el desarrollo de
Taylor de ¢(2), para |z — 29| < R, resulta que
¢(m_l)(zo)
by = — =
(m—1)!

es el residuo de f(z), donde ¢(™~Y representa la derivada m — 1-ésima evaluada en zg.
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Veamos...

9
N
1 oy (2—20)! m- (z—20)"" | oy (2= 20)"
=1 G ¢(20) + ¢ (ZO)TO +oe gl 1)(20)(m—_01)! + ¢l )(Zo)T!O + -
_ #(20) / (2 —20)" (m—1) (z —20)™" (m) (z —2)"
Z oy O e T G T g T e g
) ey L g 1 () ..
-3 (Z _ Z())m + ¢ (20) (Z _ ZO)(mfl) + + ¢ (ZO) (m — 1)'(2 — ZO) + ¢ (ZO)m| + (pp)
donde - - - (pp) indica que siguen potencias positivas de z — z.
Luego, |
= )
Actividad 4: Calcular el residuo de f(z) = (2® +22)/(z — 1) en 2z = 1,
Rta.:
2542z
_ ¢(2)
(20
con
P(z) = 2* 4+ 22
y (i) # 0. Luego
m =3
¢ (2) = 62
y
¢ (i) _ 6
W= T

Observacién: Si una funcién f tiene un polo en un punto z = zq, entonces f(z) puede ser
siempre escrita en la forma

conm=1,2,3,---.

Calculo de residuos usando limite

e Polo simple:
Res(f(2),29) = lim (2 — 20) f(2)

Z—20

e Polo de orden m:

1 d(mfl)

Res(f(2),2) = (m — 1)! ;l_)lilo dz(m—1) (z = 20)" f(2)
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Actividad 5: Pensar cuél es el efecto de factor (z — 29) y (2 — 2z0)™.

Actividad 6: Verificar que los limites se reducen a los resultados anteriores.

Calculo de residuos a través de cociente de funciones

Consideremos una funcién f(z) de la forma

con p y ¢ analiticas en zj.

Relacién entre ceros y polos: Para f(z) definida arriba, el punto 2y es una singularidad
aislada de f siy sélo si zp es un cero de ¢ (q(z9) = 0). Recordar que también vimos que si z
es un cero de una funcién analitica, entonces existe un entorno en el que no existen otros ceros,
lo que hace que la singularidad sea aislada.

Determinacion del residuo cuando el denominador tiene un cero de orden m:
Supongamos que p y ¢ son analiticas en zg, con p(zy) # 0y ¢(2) tiene un cero de orden m
en 2o,

q(2) = (2 = 20)"r(2),

con r(z) analitica en zy y 7(20) # 0. Luego,

con

de modo que ¢(z) es analitico en zg y ¢(z9) # 0. En consecuencia f(z) tiene un polo de orden
m en 2y y las formulas anteriores pueden usarse para calcular el residuo.

Residuo para m =1 §Si

Veamos: siendo un cero simple escribimos

q(2) = (z = 20)r(2),

luego,



con

Derivando ¢(z) = (z — zo)r(2), tenemos

q(2) =7(2) + (2 — 20)r'(2)
entonces
q'(20) = 7(20) + (20 — 20)7"(20) — ¢'(20) = r(20) -

Finalmente, reemplazando

Derivacién alternativa: Podemos calcular b; en forma mas directa considerando al residuo
como el

lim (z — 2z9) f(2) = by .

Z—r20

Lo cual es practico pero posiblemente no riguroso. En el caso anterior tendriamos,

by = lim (2 — 2) f(2)

4.1.4 Prolongacién analitica

El comportamiento analitico de una funcién analitica en un dominio esta determinado por su
comportamiento en un conjunto mas pequeno incluido en tal conjunto. En esta seccion también
definiremos la extension analitica de una funcién a variable compleja.

Condiciones bajo las que f = 0: Siuna funcién f es analitica en un dominio Dy f(z) =0

en cada punto z de un dominio o un arco contenido en D, entonces f(z) = 0 en todo punto de
D.

Determinaciéon de funciones: Un funcién analitica en un dominio D estd univocamente
determina por sus valores en cualquier dominio o arco interior a D.

Ejemplo 1: La funcion e* es la tnica funcion entera que toma los valores e” en un segmento
del eje real.

FEjemplo 2: En el apéndice A.3 se da un ejemplo mas elaborado.
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Funciones constantes: Si una funcién f es analitica y no constante en un dominio D,
entonces no es constante en ningiin entorno contenido en D.

Extensién analitica: Dados dos dominios Dy y Dy con puntos en comun y una funcion f,
analitica en Dy, puede que exista una funcién f, analitica en D, tal que fo = f; en cada z de la
interseccién Dy N Dy. fo constituye la prolongacién analitica de f; al dominio D,, ver Fig.
4.2. Por otro lado, la siguiente funcién F' es analitica en la unién D; U Do,

F(z) = fi(z) ze€ D
fa(2) z € Dy

Ejemplo: Consideremos la funcion

Su desarrollo en Taylor alrededor de cero tiene la siguiente expresién (verificarlo),

i IQ

€T) = 1 —|— —_— — _|_ e
Su radio de convergencia es la unidad debido al corte en el semieje real negativo a partir de

—1. Definimos la funcién f;(z) truncando la serie a orden 2,

z 22

=142,
fiz) =1+ 573

Las series de Padde es una forma alternativa de expandir funciones mediante polinomios
racionales de la forma f(x) = P(z)/Q(x). Tomando primer orden para ambos polinomios se

obtiene la siguiente expansién de f,

4+ 32
z) = )
f2(2) 44z
Esta funcion es singular en z = —4, por lo que su radio de convergencia extiende la de la serie

de Taylor. De este modo fy(z) es la extensién analitica de fi(z). Dado el caracter de serie
las funciones no coinciden como establecimos en la definicién de extension analitica. La Tabla
??7 compara algunos valores (notar el uso/abuso de la serie de Taylor més alld de su rango de
definicién).

z | Vit+z foilz) fiz)
-0.5 | 0.707 0.719 0.714
0.5 | 1.225 1.219 1.222
1.0 | 1.414 137 14
2.0 | 1.732 1.5 1.667
3.0 2.0 1.375 1.857

Table 4.2: Aproximaciones de v/1 + z por Taylor y Padee.

Actividad 7: (i) Verificar la serie de Taylor y agregarle un término. (ii) Justificar el corte
rama del que se habla. (iii) Comparar valores como en la tabla para algunos niimeros complejos.
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Figure 4.2:

Principio de reflexion: Sea f una funciéon analitica en un dominio D que contiene un
segmento del eje z y que es simétrico respecto a tal eje (se refiere a que el dominio es simétrico
respecto a x). Si f(z) es real en cada punto x del segmento, entonces,

f(2) = f(2)

para todo z de D.
Luego, f(z) = f(2), con, digamos z € Ct y z € C™.
Ejemplo: Sea f(z) = e = "™, Luego, f(z) = e* = "W = e+ = f(2).

Actividad 8: Investigar que propiedades tiene la parte real de f. [dem para v(x,y).
Rta.: u(v) es par(impar) en la variable y.

4.1.5 Comportamiento en la vecindad de puntos singulares y ceros

Sobre la vecindad de un polo: Dado un polo zy de cualquier orden de f, entonces

lim f(z) = o0,
Z—20

esto es, para todo € > 0 existe d > 0 tal que

£ > 2

siempre que 0 < |z — zg| < 4. Luego, habré siempre un entorno de cada polo en que no hay
Ceros.

Dado que los polos son singularidades aisladas, entonces si zg es un polo de una funcion f,
existe un entorno de zy en el que no hay ni ceros de f ni otros puntos singulares ademas de zj.

Relacién entre polos y ceros: Si zy es un polo de orden m de una funcién f(z), entonces
zp es un cero de orden m de la funcién

b
fz)

Vale también el reciproco que usamos al calcular residuos.

Teorema de Riemann: Siuna funcién f es acotada y analitica en un dominio 0 < |z — 2| <
0, entonces o f es analitica en zy 0 zy es una singularidad evitable de f.

Actividad 9: Pensar el por qué.
El comportamiento de f en un entorno de una singularidad esencial es muy irregular.
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Teorema de Picard: El teorema de Picard enuncia que, en cada entorno de una singularidad
esencial la funcion toma cualquier valor prefijado un ntimero infinito de veces con, a lo sumo,
una tUnica excepcion.

Ejemplo: La funcién

f) = e,

con f(z) =0 la excepcidn.

Actividad 10: Mostrar que f(z) = e/ tiene una singularidad esencial en z = 0 y hallar el
valor de z tal que f(z) = e'/* = —1.

Rta.: Usando el desarrollo en serie de e* queda explicito que es esencial. El valor de z tal que
f = —1 resulta ser

et? =¥ = —1 = %W = e cosy + ie®siny = —1
=w=12n+1)r
1 N 1
—=w=z=
z i2n+ 1)m
B —1
 2n+ D)7
—1
2y = —————
"o @2n+Dr
conn=0,+£1,.--.
Luego, para cualquier entorno, sin importar cuan pequeno sea, podemos encontrar infinitas
pre-imagenes z, dentro del intervalo, tal f(z,) = —1. El valor f(z) = —1 ocurre infinita veces

en una vecindad de zy = 0, sin importar cuan pequeno es el entorno; al tiempo que no existe z
tal que f(z) = 0.

Taller: usar algiin software simbélico para calcular valores de f(z) = e'/* en un entorno de

20 = 0. Asignarle valores arbitrarios a f y hallar z. Se puede ver que hay infinitos de estos z
que dan el mismo valor asignado a f en la vecindad del origen?

Teorema de Weierstrass: Sea z; una singularidad esencial de una funcién f y ¢ un nimero
complejo arbitrario. Entonces para todo nimero positivo € la desigualdad

[f(z) = <e

se satisface en algiin punto z, distinto de 2y, de todo entorno de zj.

Actividad 11: volviendo al ejemplo del taller, se verifica el teorema de Weierstrass para el
ejemplo trabajado?
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Numero de ceros y polos de f

Sea f una funcién analitica en el interior de un arco cerrado C'y sobre el arco mismo, salvo en
un numero finito de polos en el interior de C'. Supongamos también que f no tiene ceros sobre
C'y que posee un niumero finito de ceros en el interior de C'. Entonces,

R O
i | = NP (4.2)

con C' orientado positivamente, N el niimero total de ceros de f dentro de C', y P el ntimero
total de polos de f alli. Un cero de orden(polo) mg(m,) es contado mg(m,) veces.

Actividad 12: Considerar que f tiene un cero de orden 2, esto es, N = 2, P = 0. Verificar
el teorema.
Rta.: Escribamos f(z) = (2 — 20)?9(2) con ¢ analitica,

f(z) = (2 — 20)°g(2)
fi(2) =2(z = 20)9(2) + (2 — 20)*'(2)

luego,
! 2= ag(e) | (- 20 )
[ (z—20)%9(2)) (2 —20)%9(2)
_ 2 9'(2)
TG 90
luego,

L5 e = L *Liéfd

:2m'(2)+0:—/f/ 2 s -
C

211 Jo f(2) 2

Porqué la sequnda integral es cero?

Actividad 13: Considerar que f tiene un polo simple, esto es, N = 0, P = 1. Verificar el
teorema.
Rta.: Escribamos f(z) = g(2)/(z — 20) con g analitica,

f(z)zzgizio
N 9 g
f(z)_z—zo (z — 20)?
i’: q z—z g zZ— 2
/ Z—2 4 (z—2)* g
_y_ 1
g (z2—20)
I 9 qs
/ dz_/cgdz /Z—Zo)dz
=0-—2m
B (A GO

2mi Jo f(2)

38



Actividad 14: Considerar que f tiene un cero zy de orden 2 y un polo z; de orden uno, esto
es, N =2, P =1. Verificar el teorema.
Rta.: Escribamos

A
con g analitica.
’ ~1
f(z) =20=- ZO)zg—Zzl - ZO)2zg_(Z,31 + (2 — 20)%9(2) (z(— 2)1)2
I 2 q 1
o Z—zo+(z_zo)g_2_zl
/ L,dz =2mi(2+0—-1)
cl
1 [f=), B

Teorema de Rouché: El teorema de Rouché permite determinar algunas raices de un prob-
lema complicado, reduciéndolo a un mas sencillo. En el Apéndice A.4 se enuncia y se muestra
una aplicacién.

Principio del argumento: En el Apéndice A.6 se enuncia una versién alternativa de la
relacion (4.2) usando el argumento de f(z).
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4.2 Aplicaciones de residuos

Las secciones que siguen muestran céomo calcular cierta clase de integrales del andlisis real
mediante las técnicas del analisis complejo.

Nociones sobre integrales impropias: FEn el Apéndice A.7 se repasan algunas nociones de
integrales impropias del andlisis a variable real.

4.2.1 Integrales con integrandos racionales

Supongamos que

q(x)
con p(x) y q(x) polinomios reales en la variable real z. Las funciones p y ¢ no tienen raices en
comunes y ¢(z) no posee ceros reales. Cuando la integral converge, su valor puede calcularse
hallando su valor principal y aplicando el teorema de los residuos. Mostraremos la técnica con
el siguiente ejemplo.

) =2

Y

Ejemplo ilustrativo: Calcular la integral

/°° 222 — 1 J
————dx
o xt+5r2+4+4

e Reescribimos la integral usando el hecho que el integrando es par,
2?1 1 [~ 22°-1
/ 1 . dr = 5 / - / f(x
o rr+bx2+4 2 m4+5x2+4

e Sustituimos x — z, con z complejo

222 -1
J(2) = 24452244
e Factorizamos el denominador, z = 417, £2;
222 — 1 222 — 1

T = e eG-20 @+ 040

/C F(2)dz = /L F(2)dz + . f(2)dz

con el contorno C' = L + Ci como se muestra en la Fig. 4.3, de modo de incluir todas las
singularidades en el semiplano superior o inferior.

e Construimos la integral

e Parametrizamos cada contorno:

— L:z=ux,dz=dx
— Cp:2z=Re", dz=1iRe?dd
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Figure 4.3:

e Notar que la integral sobre L se reduce a la integral de interés cuando R — oo.

e Calculamos los residuos en z; = 1, 2o = 2i:

— B, = ;_Zl
— By = %
Donde hemos usado
B; = ¢(Zz)
0
fla) = 2

e Aplicamos el teorema de los residuos a la integral f o f(z)dz:
§ T
/ f(z)dz + f(2)dz =27i(B; + Bs) = 5
—R Cr

e Resta mostrar que

lim / f(2)dz=0
Cr

R—o0
— Acotamos el polinomio del numerador:
1222 — 1| <222 +1=2R*+1
— Acotamos el polinomio del denominador:

(2% + D" + D] = (|2 = D(|2* = 4) = (B = )(B* - 4)

— Luego
222 — 1 2R? +1
= <
F& =5 +4’ = (R-1)(R2—4)
— entonces
| | f(z)dz| <ML
Cr
con
_ 2R* 41
TR -

L=7R
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— Finalmente, resulta

lim f(2)dz =0,

R—o Cr

dado que
lim ML =0

R—o00

e Asi resulta

R—o00

/°° 222 — 1 J s
—_—dx = —
o rt+5224+4 4

Notar que, para este ejemplo, al acotar, en el numerador se genera un polinomio con un
orden mayor que el de p. La razon final resulté que el polinomio del denominador tenia un
orden original en R. Para que en el limite de R infinito, la razén se anule, se necesita, entonces,
que el orden del polinomio ¢(x) sea, al menos, dos érdenes mayor que el orden de p(z).

lim /Zf(x)dx = g

Entonces,

4.2.2 Integrales impropias con seno o coseno

Integrales impropias convergentes de la forma

/ @Sinxd:v / Zﬂcosxdas

oo () o ()

pueden ser combinadas de la forma

Luego, promoviendo la variable real x a compleja z, construimos una integral que se resuelve,
al estilo, del caso anterior, mediante la construcciéon de un contorno cerrado y aplicando el
teorema de los residuos.

Un nuevo elemento se agrega a esta clase de integrales y es la acotacion de la exponencial
compleja e, Si uno toma el contorno en el semiplano superior resulta z = z +iy, e = e,
lo que da un término de decaimiento en el integrando y por ende se espera que la integral
resulte acotada.

Veamos los detalles considerando dos ejemplos:

e FEjemplo 1: la razén de p/q satisface la condicién enunciada en el caso anterior, esto es, ¢
es al menos dos érdenes mayor que p.

e Fjjemplo 2: la condicién del ejemplo 1 no se satisface. Es bajo estas condiciones donde
debemos analizar el comportamiento del integrando e™¥.

| iwl))? *

Ejemplo 1: Calcular la integral

Construimos la integral compleja

eiz
—d
/c<z2+1>2 o
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con C' un contorno como el del ejercicio anterior.
Luego calculamos el residuo Bj en el polo de orden dos en z = 4, resultando,

—1

Bl = ¢/(’L) = 2_67
donde hemos usado,
_ #(2)
f(Z) - (Z o Z')Q

Parametrizando la curva L con z = x resulta,

R T iz

€ e T
. —  dx=927iB; = =
/_R(x2+1>2 “/CR<Z2+1)2 FT A=

1z

R COS T T e
" _dx=-—R —d
/R<x2+1>2 T G/CR<z2+1>2 :

Tomando el limite R a infinito y usando el hecho que el integrando es par, resulta que el

La parte real da,

término de la izquierda es la integral requerida.
Queda por mostrar que la integral sobre el contorno semicircular se anula en el limite de R

eiz
—d
/CR 212

infinito. Veamos,

eiz
R ——dz| <
6/C,R 212"

"]
—— 7R
ST
< TR
ST
donde hemos usado
e <1
|22 +1] > R*—1
L=7mR

Luego, en el limg_,,, resulta,
< cosx 7
—dr = —
/ o (@2 +1)2 e
Calcular el valor principal de la siguiente integral
/ x sin(x) e
o P24+ 22 42

Notemos que el integrando es par por lo que vale calcular el valor principal. Generamos el
integrando con e?*, factorizamos el polinomio, integramos y al final tomamos la parte imaginaria

Ejemplo 2:

de la integral.
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Tomamos un contorno como en los dos casos anteriores,

/ Zeiz p / Zeiz p
————dz = 2
c P +22+2 o (z—21)(z — 22)

con 212 = 1 £ 4. Luego,

R i iz
xre ze

d:c—l—/ dz = 27iB

/_R (22 4 2z + 2)? o (2= 21)(2 — 22) e

donde
o iB, = 2m;11f2 = (1 +i)e !
=me !(cos1 —sinl) +i(cos1 +sin1)]
Luego,
R T sinx T ze”
/R 100 1 2) dx = g(cosl +sinl) — Im o Gom)—m) dz

Resta acotar la integral de contorno.

Zeiz
[m/ dz
’ Cr (z = 21)(2 — 22)

<

s zeiz )
< i Re'? dQ‘
< / =)=z ()
</ e
0 |Z—21||Z—Z2|

7r Re—RsinG
S/O (R—\/ﬁ)(R—\/ﬁ)Rdg

hemos usado

z = Re"
ei? — iRe _ iR(cosf+i sin0)
|z =2 = [z = |7
dz =i Re” df

Notemos que los polinomios del denominador y numerador tienen el mismo orden, por lo
que limite no estd bien definido. Debemos trabajar explicitamente el integrando

e Y = G_R sin 0

Acotacion de la integral en : Mostremos la siguiente desigualdad, denominada desigual-

dad de Jordan i
—R sin6 ™
do < —
/o ‘ “ R

Luego, esta integral da una potencia extra de R en el denominador que hace que la integral se

anule en el limite.
T ) w/2 ' T )
/ G_R sin 6 do = / G_R sin 6 do +/ G_R sin 6 do
0 0 /2

w/2 . /2
— / efR sin 0 do +/ efR cos do
0 0
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donde, para el segundo sumando hemos usado la transformacién

sin(0' + g) = cos @'

El primer integrando puede acotarse usando, ver Fig. 4.4

) 2
sinf > —0,
s
mientras que para el segundo usamos
2
cosf >1——0.
s
y
y=sin @ !
|
20 |
Y= i
1
0 T b4 ]
2
Figure 4.4:

Luego,

/2 /2
e B3040 + / e R(1-29) g
0

S—

m .
/ €_R sin 6 do S
0

6—R39 /2 eR%@ w/2
= 2 +e 2

—R= R =

T 10 T 10

T _ ™ _
§ﬁ(1—eR)—|—ﬁeR(eR—l)

T S R
<Mt (1) T ()
e
=R

Volviendo a la expresion de la integral de contorno,

» el? ™ Re—RsinO
[m/ dz‘ g/ Rdo
‘ cr (2= 21)(2 — 22) o (R—+2)(R—2)
R? T

S(R-VAP TR

luego, en el limite tiende a cero.

Escribimos,
R T sinx T 5 ei?
lim dr = lim —(cosl+sinl) — lim Im dz
R—oo | _p (172+2.I‘+2)2 R—x € R—0c0 Cn (Z—zl)(z_22>
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Finalmente,

& T sinz T
P = — 1 in 1
V /_OO (7 101+ 2)2 dx e(COS +sinl)

Luego,

o z sinx T
d 1 1
/0 (2% 4 2z + 2)? » 5clcos1+sinl)

4.2.3 Integrales definidas con sin y/o cos

Integrales definidas de la forma

2T
/ F(cos#,sin6) do
0

pueden calcularse por el métodos de los residuos usando las definiciones del sin y cos y la
parametrizacién

0

z=c¢e
0<6<2m
dz =ie"df
Luego,
2 -1 ~1
. 2+270 22—z dz
/ F (cosf,sin0) d9:/F( : . ) —
0 c 2 21 1z
con C' un contorno positivamente orientado, parametrizado por |z| = 1 y donde usado las
identidades
d
o ==
1z
e 4 ezt
cosf = =
2 2
0 _ —if —1
e —e z—2z
sinf) = =
1 2i 2i

Ejemplo: Calcular la integral

2w 1
/0 (2 4 cosB)? a0

/C 2+ %<z1+ 2P (d ) /c @+ 1>d

Veamos,

-3
dz
i Jo( z2+4z—|—1
4
=— dz
i /c (2 — 21)(2 — 22)]?
4
= TQWiBl
1
47

T3V3

96



con
21:—2—\/§
22:_2+\/§7

de modo que sélo z5 esta dentro del circulo unidad y es un polo de orden dos, con

B, = ¢,(Z2) = %

luego,

B (z—21)% (z—2z)3

B 1 —21— 2
(z—21)2(z—21)
—Z1 — %2 4

P (22) = (22— 21)3 - (2v3)?

1
= _6\/3

Finalmente,

27 1
/ Jo — 47
o (24 cosf)? 3v/3

4.2.4 Integral con singularidad en el eje real

Consideremos la situacién en que la funcién f(z) tiene un polo sobre el eje real. En tal caso
hace falta usar un contorno como el mostrado en la Fig. 4.5.

Figure 4.5:

La situacién es similar a los casos anteriores con el agregado de un arco evitando la singular-
idad sobre el eje real y el contorno L estd particionado. Luego el contorno C' tiene la siguiente
particion

C=L+(-C,)+Lp+Chg.
Notemos que el contorno C,. estd recorrido en sentido negativo (horario). El signo en el contorno
C es necesario para ser consistente con la circulacion.

Para completar los elementos necesarios para resolver este tipo de integrales, enunciemos el

siguiente resultado:
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Integral de una funciéon con un polo sobre el eje real: Supongamos que f tiene un polo
simple en z = ¢ sobre el eje real. Si C, es un contorno definido por z = c+re?, con 0 <0 < 7
(esto, es con sentido positivo), entonces

lim/ f(2)dz = miB;
r—0 C,

con Bj el residuo en z = c.
Veamos: Ver figura 4.6

Bl .40
. {(c ) — ¢ + g(z)} z z =1ire
™1 . m .
:Bl/ —.eirewdéjt/ g(2(0))ire™dd
o re’ 0

:iBl/ d«9+/ glc+re)ire®dd
0 0

C Sentido positivo
r

®
c

Ciz=c+re® 0507

Figure 4.6:
Acotemos la segunda integral:

lim
r—0

/ g(z)ireiedﬁ‘ <lim Mnr =20 lg(z)| < M
0 r—0

Luego,

B
lim/ f(2)dz = lim [ Loy g(z)} dz =17 B,
r—0 r—0 C, zZ —C
Ejemplo: Calcular el valor principal de la integral

/°° sin x d
x
oo (2?2 =22 + 2)

/ eiz p
z
c 2(22 —22+42)

con C' elegida de modo de evitar los polos 21 =0y 25 = 1+ de f(z), seglin se muestra en la

Fig. 4.7.
—r R
[o[ [ o] o[ —omm
C Cr —R —C r

Consideremos la integral

Luego, debe ser



Figure 4.7:

con .
—1+¢

4

—€

B, = (1+ 1)

el residuo en 2y
La integral sobre —C. contribuye con el término

—T ZBl s

con By = %
Luego, tomando los limites R — oo y r — 0, resulta

o] eix
PV dv —miBy =211 B
/OO[E(:L‘2—21}—|—2) T T D1 T D9
o] eix
PV dr =2mi B . B
/_Oox($2_2x+2) x T by + T Dy
1+ , 1
PSS ) _Zl)e—l“ iz

La parte imaginaria resulta

o sin 2 T
PV de = —— 1—sinl)+ =
/_Oox(x2—2x+2)x e(cos sm)+2

4.2.5 Integrando con singularidad de corte rama

En el Apéndice A.8 se dan los detalles para calcular integrales cuyos integrandos presentan
singularidades no aisladas. Por ejemplo, integrales que involucran la funciéon x~%, presentan un

corte en el semieje real positivo, si definimos 27 = e~ con arg z € (0, 27).
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Appendix A

Material Complementario

Este apéndice contiene informacion que complementa o contextualiza conceptos para una mejor
comprension de los temas desarrollados en los capitulos anteriores.
Los temas contenidos en este apéndice no entran en la evaluacion del curso.

A.1 Principio del Maximo

Sea f analitica en un entorno |z — 29| < € y sea C' cualquier circulo positivamente orientado
alrededor de 2, contenido en el entorno, esto es, |z — 29| = p, con p < . Sea C' parametrizada
por z = z + pe?. Luego, la integral de Cauchy se reduce a,

1 f) L[

L gy = —
: 2w Jg

i0
2w Jo 2 — 2o J(z0 % pet)

f(Zo)

Si f es analitica dentro y sobre un circulo dado, su valor en el centro del circulo es la media
aritmética (27 es la longitud del arco) de sus valores en el circulo.

Ahora, nos interesa demostrar que |f(z)| > |f(z0)|: Para ello, usamos la integral de arriba,
para construir la desigualdad

1ol < 5= [ 1o+ pe)l a9

que junto con la hipdtesis |f(z)| < |f(z0)] para |z — zo| < €, se llega a que vale la igualdad,
esto es, |f(z)| = |f(z0)|. Pero ocurre, que si el médulo de una funcién analitica es constante
en algiin dominio, implica que la funcién es constante en ese dominio. Por lo que la hipétesis
|f(2)] <|f(20)| es falsa y en su lugar debemos concluir, para f analitica y no constante en un
entorno de un punto zy, existe al menos un punto z en ese entorno que verifica

[F(2)] > 1 (z0)|

Una consecuencia de este resultado es el siguiente principio de modulo maximo.

Teorema: Si f es analitica y no constante en un dominio, entonces | f(z)| no alcanza un valor
maximo en ese dominio. Esto es, no existe un punto z; en el dominio tal que

|f(2)] < 1f(20)]
para todos los puntos z en él.

Finalmente estamos en condiciones de enunciar el principio del maximo: Si una funciéon
f(2) es continua en una regién R cerrada y acotada, y f(z) es analitica y no constante en el
interior de R, el mddulo |f(z)| alcanza su méximo en la frontera de R y nunca en el interior.
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A.2 Teorema de Liouville

Cuando f es analitica dentro y sobre un circulo C, |z — z| = R, tomado con orientacién
positiva, tenemos
n! f(z)
") =— | ——————dz
/"(z0) 2mi /C (z — zo)"*!
Denominando Mg al maximo de |f(z)| en el circulo C se tiene
n! MR
)l < T
conn =1,2,---, denominada desigualdad de Cauchy.

A partir de esto puede demostrarse que no existen funciones enteras, salvo las constantes,
que sean acotadas para todo z, como enunciamos en el teorema de Liouville.

A.3 Propiedades de funciones a partir de un entorno

Sea
P(wla"' 7wn)

un polinomio en la n variables wy, y sean fr, n funciones analiticas de z en un dominio D que
contiene un intervalo a < x < b del eje real. Si sobre ese intervalo las funciones f,, satisfacen la
identidad

P(fl(x)v T ,fn(l')) =0,
entonces

P(fl(z)> T 7fn<z)> =0

en todo el dominio D.
Ejemplo: Sea
P(wy, ws) = wi 4+ wj — 1,

fi=sinz

fo=rcosz
Luego, sobre el eje real,
P(fi(), fo(z)) =sin®z + cos’z — 1 =0,

entonces
sinz+cos’2—1=0
de lo cual obtenemos la identidad

2

sin?z+cos?z=1

en todo el plano z.
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A.4 Teorema de Rouché

Sean f y ¢ funciones analiticas sobre un arco cerrado simple C' y en su interior. Si

[F(2)] > 1g(2)|

en todo punto z de C, las funciones

fz) vy f(z2)+9(2)

tienen el mismo numero de ceros, contando sus multiplicidades, en el interior de C'.

Actividad 14: Calcular el ntimero de ceros z con z < 1 de la funcién
h(z)=2" —42° + 2 1.
Rta.: Escribamos
hz) = f(2) +9(z)
con
£:) = =428
g(z)=2"+2-1
Para z en el circulo C: |z| = 1 tenemos

|fl =4
lg] < |2|"+ |2 + 1] = 3

Luego, con esta descomposicién de h(z), las funciones f y g satisfacen las condiciones del
teorema

Lfl > 19l

luego, f y h tienen el mismo nimero de ceros en el interior de C'.
Como f tiene tres ceros dentro de C, ocurrir lo mismo con con h = f+g = 27 — 423+ 2 —1,
entonces,
h(z)=2"—42° +2 -1

tiene tres raices en z < 1.
Pensar: para qué puede servir esta informacién?

A.5 Relacién [ . f(z)dz = — [, f(2)dz

En este apéndice mostramos la propiedad

/_Cf(z)dz:—/cf(z)dz
/f dz—/f dz—/f

cona<t<b zy=z(t=a)yzn==z20t=0).

Sea
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Luego,

| 1 dz_/f dz_/f

conb>7>a,z=2z2(T=0>0)y 2z =2 =a).
Sea 7 = —t,

| s [ -

( ) _

\_/

dt

0= [, e S

—Z/(—t) (ver demostraciéon mas abajo) resulta,

/_C f(z)dz = — /_ba fz(=1) 2/ (—t)dt

Dado que la integral de una funcién compleja a variable real verifica [~," g(—t)dt = f: g(T)dr
(ver demostracion més abajo) tenemos

[ e /f - [ ez

Veamos que dzgl;t) = —2/(—t). Sea u = —t,

Notando que

dz(—t) _ dz(u)  dz(u)du

dt B d @ c WD ==

Veamos que [~ g(—t)dt = fabg(T)dT. Sea t = —

/__a9<—t)dt= /_ _a[u(—t)Jrz‘v(—t)]dt: /b a[u(T)H‘v(T)]d(_T): / ' g(r)dr

b b

A.6 Principio del argumento

Sea C' un arco cerrado simple orientado positivamente y f una funciéon analitica sobre C' y en
su interior, salvo quizas en polos interiores a C'. Supongamos también que f no tiene ceros en
C'. La imagen I" de C bajo la transformacién w = f(z) es otro arco cerrado en el plano w, ver
Fig. A.1. Como f no tiene ceros sobre C| el arco I' no pasa por el origen del plano w.

y v

Figure A.1:

Sea wy un punto de I' y ¢y un valor del argwy. Recorriendo la curva I' hasta volver a wy,
resulta que

argwy = @1 ,
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con ¢; — ¢o un miltiplo (positivo o negativo) de 2w. Dado que w = f(z), entonces

Acarg f(2) = ¢1 — o,

con Ac arg f(z) denotando la variacién del argumento de f(z) cuando z recorre una vuelta el
contorno C. En la Fig. A.1 ocurre que que

$1 — Po
2m

=0,

porque hay una contribucién +1 (contorno exterior) y otra —1 (contorno interior). Como regla
general: el valor de

Acarg f(z) =0

cuando I' no encierra el origen.

Principio del argumento: Sea C un arco cerrado simple orientado positivamente y f una
funcion analitica sobre C'y en su interior, salvo quizds en polos interiores a C'. Si ademas f no
tiene ceros sobre C, entonces:
Acarg f(z)
27
con N y P el niimero total de ceros y polos de f dentro de C', respectivamente. Donde un cero
de orden mg y un polo de orden m,, es contado mg y m, veces, respectivamente.

=N-P

A.7 Nociones sobre integrales impropias

Recordemos algunas definiciones del andlisis real.

Integral impropia de [0,00): En el andlisis real, se define la integral impropia de una funcién
continua sobre el intervalo infinito £ > 0 como,

/Ooof(x)dx: lim /ORf(x)dx

R—o0

cuando el limite existe, se dice que la integral impropia fooo f(z)dz converge y que su valor es
tal limite.

Integral impropia de (—oo,00): En el anélisis real, se define la integral impropia de una
funcién continua para todo x como,

Ry

/_OO f(z)dz = lim » f(z)dz+ lim f(z)dx (A1)

Ri1—00 Ro—00 0

cuando ambos limites existen, se dice que la integral impropia ffooo f(z)dz converge y que su
valor es la suma de los dos limites.

Valor principal de Cauchy (PV): Otro valor asociado a la integral [*°_ f(x)dz es definido

por el siguiente limite,
R

PV/_OOf(x)dx:]%i_{go _Rf(x)dx

siempre y cuando el limite exista y se lo denomina wvalor principal.
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Observaciones:
e Si la integral

/_Z f(x)dx

converge, esto es, cada limite en Ec. (A.1) converge, el valor obtenido coincide con el del
valor principal.

e Para
f(z) =z,

. . . . (0.9)
el valor principal es cero, mientras que la integral f_oo xdx no converge.

e Sea f(z) par, y sea que el valor principal de Cauchy existe, entonces, existe la integral
indefinidad y son iguales,

(/Zf@mxzznd/zf@ym

Amf@Mx:%(PV/:f@ﬁm)

A.8 Integracién a lo largo de un corte

Ademas,

Usaremos el teorema de los residuos para el caso en que la promocién de la variable real a

compleja hace aparecer un corte en el integrando. Este es, por ejemplo el caso para =% con
r>0y0<a<l.
Ejemplo: Calcular la integral
oo xfa
/ dx
0 T + 1
con 0 <a< 1.
La funcién
Z—CL
Z) =
/() z+1
con z compejo tiene un polo en z = —1. Ademads, la funcién compleja z=%, definida por (una
de las posibles realizaciones),
LT — efalogz

tiene un corte en el semieje real positivo si definimos el argumento entre (0, 27).

Cuando hagamos el andlisis de convergencia de las integrales de contorno encontraremos
que debe verificar 0 < a < 1.

Anteriormente hemos realizado un ejercicio calculando la integral con un contorno que
atravesaba un corte. La estrategia fue integrar por arcos tomando diferentes realizaciones de
modo que el corte quedara fuera del dominio de integracion. Aqui usaremos la misma estrategia
con la diferencia que existen dos contornos, un circulo interior y otro exterior conectados entre
si, lo que explica el sentido de circulacién de cada uno de ellos, como se muestra en la figura
izquierda en A.2. Notemos que la eleccion de las partes del contorno esta guiado por el objetivo
de evitar el corte y el punto rama en z = 0.
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Figure A.2:

Ahora procederemos a realizar dos integrales, en dos contornos complementarios. Ellos son
los mostrados en el medio y a la derecha en la figura A.2. Luego, las contribuciones en L y —L
se compensaran entre si, mientras que los contornos I'g + v generaran C'r y similarmente para
C,.

Como primera realizacién

fi(2)
se toma el corte en el eje imaginario negativo y se integra en el contorno mostrado en la figura
del medio de Fig. A.2. El contorno encierra el polo de z = —1 por lo que la integral total
debera ser
2w Bl y

con By = ¢(—1) el residuo en donde

con |z| >0y

Entonces,
B1 = e_i““ .

Escribiendo el resultado de esta primera integracion tenemos

R e—a(lnr+i0) ‘
/ ——dr + fi(z)dz + / fi(z)dz+ | fi(z)dz = 2wie "
P r+1 T'r L r,

Como segunda realizacion tomamos
f2(2)

de modo que tiene el corte en el semieje imaginario positivo, y el contorno como se muestra en
la figura derecha en A.2. Esto es, el dominio de f3(z) es |z| >0y

7r< ()<57r
5 arg(z 5

Como no encierra polos, la integral sobre todo el contorno es nula,

R 6—a(1nr+127r)
_/p Tm/%fg(z)dz—/Lf2<z>dz+[mf2<z>dz:0

el signo en la primera integral es debido al cambio

o=l
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Sumando miembro a miembro las tltimas dos ecuaciones resulta,

R efa(lnr+i0) R efa(lnr+i27r) )
—dr — ——dr+ z)dz + / 2)dz = 2mie "
A A RO NG

R e—a(lnr+i0) R e—a(lnr+i27r) ) R e—alnr
/ ——dr— / —dr=(1- 6’2‘“’)/ dr
, T+l P r+1 p Tt1

—i2am oy
=(l—e ) dr
, T 1

Debemos tomar los limites R — oo y p — 0 para completar los cdlculos. Para ello vamos a
acotar las integrales,

con

R~ 2 1
MR = ——
R 1" " (1-1/R Re

<

f(z)dz
Cr

con a > 0 para que tienda a cero cuando R — oo.

p¢ 2mp — 27
1—p 1—p

f(z)dz

<

o

si a > 1 esto tiende a infinito cuando p — 0, mientras que si a < 1 tiende a cero cuando p — 0:

>1 L e ! —
a Do = 3 X
1" p=el(1—p)
1 p\l—a|
a<l: —plo= —0
1—p (1-0p)
Luego, se verifica que ambas integrales tienden a cero si 0 < a < 1 cuando R — ooy p — 0.

Entonces,

R _.—a
lim lim (1 — e~ ") / " dr = 2mieom
R—oo p—0 P r -+ 1

/°° r—@ Qmietem
dr = -
o T+1 1 — e—i2am

conl<a<l
Donde,

2mie”tam 271 27 T

1 —ei2am  giam _ p—iam  Qiginam  sinam

oo —a
r s
dr = —
o T+1 sin ar

Finalmente,
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