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Chapter 1

Ecuaciones en derivadas parciales:
cuerda vibrante

Modificado: 2023.12.11

Fuente: G. F. Simmons. Ecuaciones Diferenciales. 2da Edicion. McGraw-Hill. Madrid
(1993). Secciones 39 y 40.

Contenido: Soluciones de Bernoulli y D Alembert a la ecuaciéon de la cuerda vibrante y
deduccion de la ecuacién de onda unidimensional. Anadlisis dimensional. Resolucion por sep-
aracién de variables. Autovalores y autovectores. Ortogonalidad de autovectores. Separacién
de variables en 3D, armédnicos esféricos.

Dedicacién: 1.5 clase.

1.1 Introduccion

En este capitulo desarrollamos la solucion de la cuerda vibrante mediante serie de Fourier
y veremos como se obtienen los coeficientes de la serie. En el siguiente capitulo haremos
lo propio con la solucién de la ecuacion de transferencia de calor unidimensional. Ambas
ecuaciones dependen de dos variables (en el problema unidimensional), coordenada y tiempo.
En la siguiente seccion adelantamos la solucion que calcularemos para la cuerda y damos la
expresion a tiempo cero para la soluciéon de la ecuacién del calor.

1.2 Soluciones de Bernoulli y D’Alembert

De la teoria de vibracién de una cuerda se tiene la siguiente ecuacién diferencial, denominada
ecuacion de ondas unidimensional,
20y
ox?  Ot?
con a > 0. El analisis dimensional da para a unidades de velocidad. Veamos:

Pyl _m
o2 | s2

(1.1)

m



luego,

El objetivo consiste en hallar y(z,t) para ciertas condiciones de contorno e iniciales (puntos
fijos, forma inicial de la cuerda, etc.). Por ejemplo, en la figura 1.1 se da como condicién inicial
la forma

f(z) = y(x,0),

YA

Figure 1.1:

Solucién de Bernoulli (1773): Daniel Bernoulli planteé la siguiente solucion,
y(z,t) = by sinzx cosat + by sin 2z cos2at + - - -
Luego, la solucién de Bernoulli debe verificar y(z,0),

y(x,0) = by sinx + by sin2x + - - -

Solucién de D’Alembert (1747)-Euler(1748): La solucién de D’Alembert y Euler tiene
la siguiente forma (onda viajeras),

(1) = 31+ at) + f(z — )]

donde f(z) es la forma de la cuerda en ¢ = 0 y con la suposicién que f(z) estd definida fuera
del intervalo [0, 7] de modo que sea impar y de periodo 27:

f(=z) = =f(z)
fx +2m) = f(x)

Luego, comparando Bernoulli con D’Alembert-Euler resulta
f(z) = by sinx + by sin2x + - - -

con la implicancia que una funcién arbitraria (impar) f(x) puede desarrollarse en serie de senos
cualquiera sea f(x)!!.

Por otro lado, la conduccién del calor da una forma mdas general para f(z) con senos y
cosenos, introducida por Fourier (1807),

1 oo
f(z) = 500 + Z(an cosnx + b, sinnw)

n=1

con f(x) una funcion arbitraria. Fourier también dio la forma de calcular los coeficientes a,, y
by,.



1.3 Estudio de la cuerda vibrante

En esta seccién deduciremos la ecuacién diferencial que gobierna el movimiento de una cuerda,
llamada cuerda vibrante, al tiempo que introduciremos la técnica de separacion de variables y
calculo de autovalores y autovectores para resolver problemas con condiciones de contorno mas
las condiciones iniciales.

1.3.1 Dinamica: ecuacion de movimiento

Consideremos nuestra peculiar cuerda flexible de longitud 7 como se muestra en la figura 1.2.
Supongamos que la tensién es T'= T'(x) y la densidad lineal u es constante,

y

Figure 1.2:

Inicialmente la cuerda estd tensa con cierta forma descrita por la funcién f(x) conocida, de
modo que

y(z,t=0) = f(z).
Consideremos que luego se la libera describiendo un movimiento en el plano xy, el cual

vamos a deducir a partir de un estudio dindmico para obtener una ecuacion de movimiento y
luego la resolveremos.

Ecuacién de movimiento: Vamos a deducir la ley que debe satisfacer el desplazamiento de
los elementos de la cuerda partir de la segunda ley de Newton, aplicado a un elemento de la
cuerda Am de longitud Az,

Z F=ma.

En la componente y tendremos,

A
—T;sinf; + Tysinfy — Am g = Amﬁ

Am = uAx

con i(d) para indicar lado izquierdo(derecho) de Azx.
Despreciando Am g, aproximando el seno con tangente, asumiendo 7" constante y escribiendo
Am = Az, donde i es la densidad lineal de masa, resulta

A [ Ay
T (tgly —tg ) = pAx — (E)



Aproximando la tangente con diferencias finitas,

Ay Ayl ) A%y
T(E%‘E) “HAT e
A A
1 Ax A2
Toy &y
pox? Ot

donde hemos usado x4 = x; + Az y pasado al limite Az — 0.
Lo que resulta en la siguiente ecuacion de movimiento llamada ecuacién de ondas uni-
dimensional ) )
20y _
ox?  Ot?
con a en término de propiedades intrinsica del sistema,

Actividad 1: Deducir las dimensiones de la constante a (m/s) y comparar con la ecuacién
1.1.

Actividad 2: Deducir la ecuacién de ondas para una cuerda de longitud L.

1.3.2 Cinematica: solucion

Buscamos soluciones con las siguientes condiciones iniciales (¢t = 0) y de contorno (x = 0,7),

dy
iy
y(z,0) = f(z)
y(0,t) =0
y(m,t) =0

Dada la forma de la ecuacion diferencial, se propone la siguiente factorizacion para la
solucién y(z,t), llamada separacién de variables

y(@,t) = u(z) v(t)
Reemplazando en la ecuacion diferencial se consigue desacoplar las variables x y t,

u//(l,) B ivl/(t) _
u(z) — a v(t) A

con A > 0 constante.

Actividad 3: Analizar las soluciones para A <0y A = 0.



Actividad 4: Deducir las dimensiones de A (1/m?).
Rta.: Del andlisis dimensional de la separacién anterior resulta,

B

a? v(t)

De este modo se obtienen dos ecuaciones independientes, una para u(z) y otra para v(t),

d?*u
d?v
W + /\CLQU(t) =0

Estas ecuaciones escritas como ecuaciones de autovalores resulta

d*u
d*v 9

donde ) y u son autovalores y autovectores, respectivamente de la parte espacial; mientras \a?

y v lo son para la ecuacion temporal.
Actividad 5: Verificar las consistencia de unidades de las dos ecuaciones de arriba.

Observacién: Si bien el movimiento espacial, dado por u(z), resulta desacoplado del movimiento
temporal, gobernado por v(t), ambos movimientos estdn conectados a través del pardmetro A.
Veremos que este vinculo es el que aparece en la ecuacién de Bernoulli y(x,t) = by sinz cos at +

by sin 2x cos 2at + - - - .

Solucién para u(x)

Las funciones u(x) que satisfacen la ecuacién diferencial se halla construyendo la ecuacién
secular proponiendo u(z) = e**. Lo que resulta en k> = \ y

u(z) = esin VAz + ¢ cos V Az
Actividad 6: Verificar que los argumentos del seno y coseno sean adimensionales.
Usando la condicién inicial ©(0) = 0 resulta,
w(z) = csinVx
mientras que usando la condicién de contorno u(w) = 0 resulta,
Vi=n

estoes, \=n? conn=12,---.



Actividad 7: Mostrar que las unidades de [n] = 1/m con m longitud.

Autovalores y autovectores: Los valores
A=1,4,9,---
constituyen los autovalores del problema, mientras que las funciones
sin x, sin 2z, sin 3x, - - -,

constituyen las autofunciones del problema. Para un dado n, la autofuncién tiene n — 1 ceros
en (0,7) (esto es, sin contar los ceros de los extremos).

Actividad 8: Analizar esta ultima afirmacion.
Luego, las soluciones para u,

u' +Au=0
u(0) =0
u(m) =0

son
up(z) = sinnx

Actividad 9: Analizar que implicancia tiene agregar una constante multiplicativa a la solucion.
Solucién para v(t)
Con este conocimiento, podemos deducir que las soluciones de la ecuacién,
" 2
v+ Xa“v =0

son
v(t) = csinnat + c cosnat

La condicién inicial

0

wl

ot |,_,
implica

v'(0) =0,
luego

Reconstruyendo y(z,t) resulta
yn(x,t) = sinnx cosnat

conn=1,2,---.
La siguiente combinacion lineal también es solucién de la ecuacion de movimiento,

y(x,t) = an sinnx cosnat

n=1

Notar que hemos recuperado la solucién de Bernoulli.

7



Actividad 10: Deducir la solucién correspondiente y(z,t) para una cuerda de longitud L.

Observacién: Para hallar el movimiento de la cuerda falta aun determinar los coeficientes

by,

1.3.3 Determinacion de los coeficientes b,

Durante la deduccion de la solucion a la ecuacién de onda hemos usado tres de las cuatro
condiciones, resta usar la condicién

y(x,0) = f(z),

la cual permitira determinar los coeficiente b,,.
Partimos de

y(z,t =0) = ib” sinnz = f(x)
n=1

y multiplicamos por
sinn'z con n #n

e integramos en el dominio de la cuerda,
o0 0 ™
E b, / sinn/x sinnx dv = / sinn'z f(z) dx
n=1 0 0
donde hemos intercambiado suma e integral.
Conocemos de tabla, que para n’ #n

™
/ sinn'z sinnx dr = 0
0
Luego, la sumatoria se reduce a un solo término,
™ ™
by / sinn/x sinn'z dr = / sinn'z f(x) dx
0 0
™
by — = / sinn'z f(z) dz
0

donde hemos usado [ sin® nzdr = 3.

Entonces, cada coeficiente b, llamados coeficientes de Fourier (recordar la solucién prop-
uesta por Fourier introducida en la seccién anterior) resultan de integrar f(z) (conocido) con
sinnzx,

2 s
b, = —/ f(z) sinnz dz
T Jo

lo cual resuelve completamente el problema de la cuerda vibrante.

Observacién sobre la validez del desarrollo de f(x): Supongamos que f(x), definida
en [0,7], es continua y se anula en los extremos. Supongamos que la derivada de f(z) es
continua, con la posible excepcién de un numero finito de discontinuidades de salto, donde
existen derivadas laterales finitas pero distintas. Bajo estas hipdtesis el desarrollo

f(z) = ansinna:,

con b, los coeficientes de Fourier, converge en todo punto al valor de la funcion en él.



1.4 Sobre la ortogonalidad de las autofunciones

En esta seccién mostramos la ortogonalidad de las autofunciones para m # n en forma ab-
stracta, esto es, sin usar las funciones trigonométricas. Supongamos que las funciones estan
definidas en el intervalo [a, b], con condiciones de contorno u(a) = u(b) = 0.

Comencemos con la ecuacion de autovalores para dos autovalores diferentes,

"
—Upy, = AU,

1
— Uy = AU, ,

con A\, = m?y A\, = n?.
Reescribimos las ecuaciones

ull 4+ mu,, =0
" 2 _
U, +nu, =0,
y las multiplicamos por u,, a la primera y por u,, a la segunda. Luego las restamos,
" " 2 2 _
Up Uy, — Uty + (M — N ) U, =0
Reescribimos los términos en derivadas segunda en la forma
2

(U, — upmtl,) + (m?* — n?)upu, =0

donde se cancelan los términos de la forma w) u,,.
Integrando en [a, b], resulta

b
(unttl,, — umtt,)|" + (m? — n2)/ U Updr = 0

b
(m? — n2)/ U Updr =0

donde hemos usado las condiciones de contorno u(a) = u(b) = 0.
Luego, si m # n debe ser
b
/ U Updx = 0

lo que demuestra la ortogonalidad de las autofunciones en forma abstracta.

1.5 Aplicacién: Separacién de variables en 3D

Consideremos la ecuacion de onda de una particula libre en 3D,
=V (r) = K*y(F) (1.4)

esta expresion se corresponde con la parte espacial de la ecuacién de onda (1.2), donde hemos
reemplazado el autovalor A > 0 por la constante desconocida k?, manifiestamente positiva. Al
final del cdlculo vamos a ver que es el cuadrado del vector k£ niimero de onda , k* = k:?c—i—k:;—i—kf =

k2. El operador derivada —% fue reemplazado por su versién en 3D V2.

Al operador diferencial V2 se lo llama laplaciano. Tiene la siguiente forma segiin el sistema
de coordenadas,



e Coordenadas cartesianas 7 = (x,y, 2)

e Coordenadas cilindricas 7 = (p, ¢, z). Conveniente para problemas con simetria cilindrica.

82

V=
0p?

T

4

19
pOp

82

922"

1 0?
p* Op?

(o, 9, 2)
!

e Coordenadas esféricas (polares) 7 = (p, 0, ¢). Conveniente para problemas con simetria

esférica. w 5 ) 5 5 . o
2 I 2_ . . . -
Vi p* dp (p 80) T s g 99 (Sln¢3¢> T A a0
>
'{;/ﬁ/ g
S | 5
|

Actividad: Obtener las expresiones de los laplacianos en coordenadas cilindricas y esféricas
a partir del laplaciano en coordenadas cartesianas.

1.5.1 Solucién en coordenadas cartesianas: onda plana en 3D

Para resolver la ecuacién (1.4) en coordenadas cartesianas proponemos la siguiente funcién,

»(r)

f(@)F(y,2)

10

(1.5)



Luego,

 fua'(y,2) _
f(@)F(y,2) f(@)F(y,2) ’

con ¢, constante.
Separando las ecuaciones tenemos

flz) 7
—fox = Cmf<x>

cuya solucién es f(x) = e?Ve®. La ecuacién remante la escribimos con

F(y,z) = g(y)h(2), (1.6)

luego,

k=i c,
Flyo) 0 f
(9012) +9Wh=2) 4o
9(y)h(z)
Iyy h.. 2
==+ + k% =3¢,
g(y) " h(z) ’
gyy hzz 2
_ — [
o) Rz T T
con ¢, = cte.
Luego,
yy
- c
gly)
—Gyy = Cyg(y)
cuya solucién es g(y) = eV, Luego,
h
2z k2 . _
h(z) + Cp = Cy
h/ZZ
TRy e

con c, = cte.

11



Entonces,

. hzz — ¢
hz)
h,., = c,h(2)

cuya solucion es h(z) = eV y,

kK —c, — Cy = C,
2
k*=cy +cy+c.
Dados que las soluciones son de la forma e?Ve* | implica [\/c] = L, y eV es una onda plana
cm

unidimensional, podemos asociar /c, = k, con el nimero de onda en la coordenada z, y en
forma similar las otras constantes, luego,

W(r) =e
k= (ke ky, k)

ike eikyy eikzz _ eiEF

con k* = kI 4 k2 + k2 el aulovalor y ™7 el autovector del laplaciano V2, con ky, k,, k. € R

1.5.2 Solucion en coordenadas esféricas: armonicos esféricos - EN
PROCESO

El operador Laplaciano V? en coordenadas esféricas tiene la siguiente expresion,

2 10 (,0 +1188.€8 +1182
=——|r*— — — [ sinf— ——

r2 Or or r2sin 6 00 00 2 sin? 6 D2
Escribamos la parte angular en forma compacta como,

oo LD () s L
L70,9) = sin 6 06 sm@&e + sin? @ O¢?

Luego,

32 (#2) + B v = v

Buscamos soluciones de la forma separable en las coordenadas radial y angulares,

12



y reemplazamos en la ecuacién diferencial

. [ Lo ( 2 0 ) N M] R(r)£(9,6) =1 =R(r) (6, )

— 7’ R
r2 Or or 72

- {_aﬁ (§> R<7~>} 1(6.0) — [L2(6,6)£(0.9)] Rff ), <R()100,0)
o (PR RO] [L0.010.0]1 _
R(r) fo.0) 7
LR [Peasse)]
0 f(0,9) !

Resultando en dos ecuaciones desacopladas,

[L*(0,9)£(0,9)]

— = cte

f(0,9)

Veamos la parte angular,

—L*(0,9)f(0,¢) = ctef(0, ®)

1 0 (. 0 1 02
- {m% (SIHQ%) + m@] f(evqb) =3 Ct@f(Q,Qb)

y ensayemos una solucion en separacién de variables

[(0,0) =Y (0)g(¢)

13



resultando

- (500 + e | Y 8(6) =1 cteY (0g(0)

1 % (sin 98%) Y(0)g(¢) - ﬁa%gﬂ@)g(eﬁ) =2 cteY (0)g(¢)

[ o) ve)]  |#e0)] 1
Y (6) g(¢) sin%6

[sin6 5 (sin65) Y (0)] [%g(sb)}
Y (6) 9(9)

= ctesin® 6

B [sin 0% (sin 0%) Y (6)] [3875229(@5)]

— ctesin®6 =4 0

Y (0) )
B0 [sined (o) v(o)]
g@) Y(6)
Lo que define otras dos ecuaciones de autovalores
[%g(fb)} o
o)

[sinf2 (sinZ) Y(6)]

Y 0) + ctesin? 0 = cte

La solucién g(¢), con 0 < ¢ < 27, resulta

d? e
290 = cte' g(8) = 9(6) = elVere'd

Notemos que cte’ hace las veces de autovalor.

La funcién g debe ser periddica, ¢g(0) = g(27). Luego,

cos(2mVete') =1
sin(2rvete’) =0,

lo que da para cte’,

Vete =m = cte =m?,

14

+ ctesin® 0 = cte'



conm=0,1,2,---.
Una vez determinado cte’ podemos volver a la ecuacién para Y (6),

sin 96% (sin ediﬁ) Y (0) + ctesin® 0 Y (0) = cte' Y (0) = m* Y (0)

con 0 <6 <.
Haciendo el cambio de variable
cosf = x,

y renombrando la funcién,

Y(0) = P(z),
se obtiene la siguiente ecuacion diferencial singular,

Una de las posibles soluciones es finita, y luego fisicamente aceptable, si
cte=1(+1),
conl=0,1,2,--- ...y Im| <, esto es
m=—0,1+1,..,0,.... 0.

Estas funciones se llaman polinominos asociados de Legendre P™(z). Cuando m = 0, las
soluciones fisicamente aceptables se llaman polinomios de Legendre P,(z), los cuales permiten
determinar los polinominos asociados de Legendre para m # 0,

. m| dI™
P (z) = (1~ $2) 2 Wﬂ(x)

Usando los valores de las constantes cte = [(I+ 1) y cte’ = m, podemos plantear la ecuacion
para R(r),

1 d [ ,d ,
W@ (r %) R(r)+er® =1 1(l+1)

) [ru"(r)] +er® = I(1+1)

r2u” (r) + er®u(r) =5 1(1 + 1)u(r)

I(1+1)

r2

(1) +

u(r) =4 eu(r)

Resultando en una ultima ecuacién de autovalores, cuyas soluciones son las funciones
esféricas de Bessel.

15



Chapter 2

Ecuaciones en derivadas parciales:
calor. Funciones armonicas

Modificado: 2023.12.12

Fuente: G. F. Simmons. Ecuaciones Diferenciales. 2da Edicion. McGraw-Hill. Madrid
(1993). Secciones 41 y 42.

Contenido: Deduccién de la ecuacién unidimensional del calor. Definicion de la ecuacion de
Laplace y laplaciano. Definicién de soluciones arménicas. Resolucién de la ecuacion del calor
unidimensional. Aplicacién: solucién estacionaria de la ecuacion del calor en dos dimensiones
(Problema de Dirichlet). Solucién al problema de Dirichlet en términos de la integral de Pois-
son. Teoria del potencial. Propiedad del valor medio de las funciones arménicas. Laplaciano
tridimensional en coordenadas cilindrica y polares.

Dedicacién: 1.5 clase.

En este capitulo vamos a introducir la ecuacién que rige la cinemaética de la temperatura,
denominada ecuacién de calor, a partir de un analisis energético. Deduciremos la ecuacion para
el caso unidimensional y luego la generalizaremos a tres dimensiones. Finalmente, introducire-
mos la ecuacién de Laplace, cuyo estudio constituye un area por si misma, denominada teoria
del potencial.

2.1 Ecuacion del calor

En esta primera seccién obtendremos la ecuacién diferencial que debe satisfacer la temperatura
como funcién del espacio (unidimensional) y el tiempo. Luego, los pardmetros involucrados son
temperatura, distancia y tiempo:

T, x,t

Las siguientes hipdtesis son utilizadas para construir la relacion funcional entre los parametros
del problema:

1. El calor ) fluye en la direccién de temperatura decreciente.

a1 <1,

16



T 2 T 1<T_2

Figure 2.1:

2. El ritmo al que fluye el calor es proporcional al area A y al gradiente de la temperatura

ﬁ—g, en la direccion perpendicular a A. Ver Fig. 2.1.

Esto es,

T kAT
At - Ax
siendo la constante de proporcionalidad k la conductividad térmica definida positiva (por

eso el signo negativo), con unidades [x] = -2 (usando K para grados Kelvin).

Actividad 1: verificar las unidades.

Actividad 2: qué cambiaria si la unidad de temperatura fuera grados centigrados?.

3. La cantidad de calor ganado/perdido es proporcional a la masa y al cambio de temper-
atura, esto es,

AQ = cmAT

con c el calor especifico a presién constante de la sustancia, con unidades [¢] = ==.
Actividad 3: porqué el calor especifico que se usa es el de presién constante?, qué
pasaria si se usa el de volumen constante.

4. El balance energético vinculara las propiedades citadas en 1-3 y proveera la ecuaciéon
diferencial.

| I —|
| X I Ax |

Figure 2.2:

Deduccién de la ecuacion: Consideremos el cambio del calor en la seccion entre x y =+ Ax
en la varilla de la Fig. 2.2.

Sea p la densidad volumétrica, de modo que la masa en la porcién de varilla resulta Am =
AAxp. Sea AT el cambio de temperatura en x en el intervalor de tiempo At. Luego, la cantidad
de calor almacenado en este tiempo resulta

AQ = cApAx AT,

17



de modo que la razon a la cual el calor es almacenado es

AQ AT
— = cApAxr—.
At - PETAL
La razén del flujo de calor por la cara en = viene dada por —xA % ,» mientras que en la
cara x + Ax sera kA % ot AT Luego, el cambio de calor total con el tiempo resulta

AT

AT
“A<— A

Ax

)

r+Ax

[gualando las dos expresiones tenemos

(AT AT ) AQ
KA — - — = —
Az |, n, Az], At
AT
= cApAr—
CAPRENY
Luego,
AT AT
iﬂx+Aa§_Ew:AT
cp Ax At
En el limite escribimos, lo que se denomina ecuacién del calor,
,OT 0T
O« — ==,
ox? ot
la cual es una ecuacién para T'(x,t) con
at = —
cp

Actividad 4: determinar la unidad de a®. Rta.: [a?] = cm?/s.

Actividad 5: determinar las unidades de cada término de la ecuacion de calor. Rta.: La
unidad es la misma para ambos miembros: K/s.

Actividad 6: Calcular el valor de a® para el cobre. Rta.: a?(Cu) = 1,10 cm?/s. Donde
hemos usado un valor medio de x: k = 372,1 — 385,2 W/(K m), £ = 378,65 W/(Km),
c=0,385J/(gK), y p=28,96 gr/cm?.

2.2 Solucion unidimensional de la ecuacion del calor

Retomamos el problema de la barra para hallar explicitamente su solucién bajo las siguientes
condiciones:

e La varilla tiene 7 (!!) unidades de longitud, ubicada entre [0, 7]

e La temperatura inicial a t = 0 estd dada por una funcién conocida f(x)

T(z,0) = f(z)
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e Los extremos de la barra se mantienen a temperatura nula en todo momento,
T(0,t) =T(m,t) =0
cont > 0.
Dada la estructura de la ecuacién de onda, proponemos la siguiente factorizacion,
T(x,t) = u(x)o(t),

esto es, separacion de variables.
Reemplazando en

LOT 0T
ox2 ot
resulta
u'(x) 1 (t)
= — — —)\
u(z)  a®v(t)
con A > 0.
Luego,
u =0
v 4+ Aa®v =0

con las condiciones T'(0,t) = T'(w,t) = 0 reemplazadas por u(0) = u(7) = 0.
Por el aprendizaje del capitulo 1 sabemos que A =n?, conn=1,2,---,y

up(z) = sinnx
Luego, la ecuaciéon para v resulta
v + (na)®v =0

cuyas soluciones son de la forma,
__—n2%d?%t
va(t) =e

Componiendo T' = uw resulta,
To(z,t) = e % sinna
son soluciones de la ecuacién de calor que satisfacen las condiciones T'(0,t) = T'(w,t) = 0, con
n=1,2,---, asi como combinaciones lineales de ellas.
Luego, proponemos como solucién general la siguiente serie con el requerimiento que veri-
fique la condicién inicial T'(x,0) = f(x),
oo
T(x,t) = Z bpe ™ sin na
n=1
con .
T(x,t=0)= f(z) = an sin nx
n=1

Actividad 7: porqué la serie no arranca desde cero?

De modo que solo resta hallar los coeficientes b,,, pero esto fue hecho en la secciéon anterior

2 s
bn:—/ f(z)sinnx
T Jo
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Actividad 8: Repetir las cuentas suponiendo que las condiciones de borde son
T(0,t) =T(L,t) =0.

Rta.: Deberian obtener

Actividad 9: Qué dimension tiene n?. Cémo se compara con la dimension de n para la barra
de longitud =?.

2.3 Ecuacion de Laplace

La versién tridimensional de la ecuacién del calor en coordenadas cartesianas r = (x,y, 2)
resulta

o2 <82T n 0*T 4 82T> B 8_T
ox?2  Oy? 022 ot
Para el caso particular del régimen estacionario, T' = cte y luego %—f = 0, lo cual define la
siguiente ecuacion
0°T n o*T n o°T _0
ox?2  Oy* 022 ’

denominada ecuacion de Laplace.

Definicién de Laplaciano: El operador diferencial en la ecuacién de Laplace suele notarselo
de alguna de las siguientes formas,

— 2 4
¢ A_8m2+8y2+8z2
2_ 9%, 02 0%
oV _6x2+6y2+8227
y se lo llama laplaciano.

Expresiones del Laplaciano en 3D: El operador laplaciano es expresado en coordenadas
cilindricas (p, ¢, z) o polares (p, 0, ) (ver Fig. 2.3) para tratar problemas con simetria cilindrica
o esférica, respectivamente.

_0* 19 1 02 0?

2 [ — [ — [
V= 92 pop | pRogt | 022

v 10 (5,0 N 1 0 sin ¢ 0 . 1 o?
= —=— — ———— | singp— —_—
p? 0p P dp p?sin ¢ 0¢ 0¢ p? sin? ¢ 062
Estas expresiones pueden obtenerse partiendo del Laplaciano en coordenadas cartesianas y
haciendo las transformaciones a coordenadas cilindricas y esféricas (Fig. 2.3).
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2.4 Aplicacion: problema de Dirichlet

Consideremos en esta secciéon la solucion de la ecuacion de Laplace bidimensional con simetria
radial. Esto es, hallaremos las funciones armonicas en dos dimensiones para el problema de
Dirichlet. Para ello haremos uso de alguna de las técnicas que aprenderemos en el algebra del
analisis complejo en el médulo siguiente.

Definicién del problema de Dirichlet: dada un regiéon R (dominio abierto) en el plano,
limitada por una curva cerrada simple C, y dada una funcién f(P) definida y continua en los
puntos P de C, se pide hallar una funcién w, continua en R y en C, que verifique la ecuacién
de Laplace en R y coincida con f(P) en C.
Veamos..
Consideremos que C' es el circulo |z| = 1 centrado en el origen, donde z = x + iy, con (z,y)
las coordenadas cartesianas e i la unidad compleja. Luego, la regién R es el interior de la
circunferencia unidad. Dada la simetria del problema es conveniente usar la ecuacién de Laplace
bidimensional en coordenadas polares (r, 6),

Pw 10w 1 0%w
or?2  ror  r?200?
Sea w(r,#) una funcién continua en R y C' y que satisface la ecuacién de Laplace para
0 <r < 1. Ademds w(r = 1,0) es continua y de periodo 27 en el dominio [—7, 7], esto es,

=0

w(l,—7) =w(l,m),

tal que
w(1,0) = f(0),
con f(#) conocido.

Si, en particular w fuera la temperatura, el problema de Dirichlet aqui tratado, daria T'(r, )
estacionaria, esto es, independiente del tiempo, de una placa circular cuando la temperatura
en el contorno es prefijada por la ley f(0). Por ejemplo, si T; es la temperatura en el semi-
hemisferio inferior y T5(5# 7}) en el superior, con T} y T, constantes, después de un transitorio,

la placa tendra un patrén de temperatura dado por T'(r, ) que resulta de resolver el problema
de Dirichlet.
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Actividad 10: Rehacer los calculos siguientes suponiendo el dominio [0, 27], con la condicién
de continuidad w(1,0) = w(1, 27).

Solucién: siguiendo con la estrategia de las secciones anteriores, buscamos soluciones w(r, )
que sean separables,

w(r, ) = u(r)v(d)
Reemplazando en la version polar de la ecuacion de Laplace, resulta

1 1
u"(r)v(0) + —u'(r)v(0) + —u(r)v"(0) =0
r r
Reacomodando los términos convenientemente, de modo que las variables r» y 6 queden
juntas, resulta
r2u’ (r) + ru'(r) v"(0)
u(r) ()

con A constante indeterminada.
Luego,

V" 4+ =0
2 (r) 4+ ' (r) — du(r) =0

Por las secciones anteriores conocemos que A > 0 y
v(0) = acos VA + bsin VA0

Dado —m < 0 < 7 y la condicién de continuidad (periodicidad), debido a la simetria del
problema w(r, —m) = w(r, w), resulta

v(—m) = v(n)
a cos(—VAm) + bsin(—VAr) = acos(VAr) + bsin(v/Ar)
—sin(VAr) = sin(vVAr) = 0

lo que resulta en VA =n, con n=0,1,2,---. Luego,
v, (0) = a, cosnb + b, sinnf

donde v, (@) verifica ser continua y periédica en 2. Notemos que ahora n = 0 es una solucién
posible. Si usamos [f] = rad, entonces [n] = 1.

Actividad 11: (i) cudl serfa la unidad de n si [#] =°7. (ii) cémo serian los autovalores si
0<6 <277

La ecuacién para u se reduce a,
2" (r) + ru'(r) — n*u(r) =0

con n = 0,1,2,---. Esta ecuacién se llama ecuacién de Euler equidimensional y tiene por
soluciones,

up=A+ Blnr n=>0
Up =Ar"+Br™ n=,1,2,---

22



con A y B constantes.
Para que w(0,t) sea continua, debe serlo u(r) para r = 0, luego B = 0,

up(r) =r"
conn=20,1,2,---.
Juntando las soluciones de v y u tenemos,

Qa
Wy = —

2
wy = r(aj cosf + by sin )
wy = 72(ag cos 20 + by sin 20)

donde hemos reemplazado ag por % para ser consistente con la convencién usada para definir
los coeficientes en la serie de Fourier.

Actividad 12: Suponer wy = ag, con aq el coeficiente de Fourier a,, definido en el dominio
[—7, 7] para n = 0 y ver con que se encuentran.

Luego, asumiendo la convergencia de la serie, escribimos para la solucién del problema de
Dirichlet,

w(r, ) = % + Z " (an cosnf + by, sin nd)

n=1

con a, v b, coeficientes de Fourier, los cuales resultan de la condicién en el borde del disco
f(0) =w(1,0) = % + ;(an cosnf + by, sin nb)
Esto es,
1 s
a, = —/ f(0) cosnfdb
™ —T

b, = l/ f(0) sinnddl
T J_x

Actividad 13: Deducir los coeficientes de Fourier premultiplicando por las funciones trigonométricas
adecuadas.

2.5 Integral de Poisson
Podemos dar una expresion mas compacta de la solucién w(r, §) para el problema de Dirichlet
que no implique calcular un nimero ingente de integrales que aparecen en los coeficientes de la

serie. Esta expresion se obtiene usando el algebra del analisis complejo y se denomina integral
de Poisson.
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Para ello, comenzamos reemplazando los coeficientes de Fourier en la serie,
w(r,0) = % + Z r"(ay cosnf + b, sinnd)
n=1

- L /W f(0"do' + f: T”l /7r f(6") cosnb'dd’ cosné + i T"l ' f(0") sinnd'dd’ sinnf
2m - n=1 TJr n=1 )
1 [" =" [T

S 0"\de' — 0’ o’ 0 + sinnf’ sinnd)do’
27T/_7rf( ) +;77/_7rf( )(cosnb cosnf + sin nd’ sin nd)
1 T X pn [T

= 0')do’ — 0 0 —0)do’
5 | 1@ +2;7r/;f()0%n( )
1 ™

= — 0,
NG

Tratemos el corchete en la variable compleja,

1 S n / _ 1 - n
[---]—5—1—;7’ cosn (6 —9)—Re<§+;z>

1 o0
5t ; r" cosn(0 — 0)] ae’

donde hemos usado
2" =1r"[cosn(0 —0) +isinn(6 —0)].

Luego,

2|1 — 2|2
1— |z
2|1 — =22

2(1 — 2rcos(# — 0) +r2)

la serie ha sido completada con el término n = 0 y hemos usado la suma de la serie geométrica.
Reemplazando en la integral, resulta

™

wirt) == [ 5@

1 = n / /
§+;r cosn(0 —0)| df

1 /7 1—r2
= — 4 dae’
27r/_7rf( )1—2rcos(9/—9)+r2
Esta forma de escribir la solucién al problema de Dirichlet se denomina integral de Poisson.
La integral de Poisson es la expresion de la funcién arménica w(r, #) en toda la regiéon R en

término de la funcién dada f(€') en la frontera C'y de la funcién
1—r?

1 —2rcos(6 —6)+r2"
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Observacién: El valor de la funcién w(r, 6) en r = 0 resulta ser el promedio del valor definido

en la frontera,
" f(0)dY
w(r=0,0) = I—WL :
27
donde 6 en w(0,0) carece de significado para r = 0 y 27 es la longitud del arco donde se

promedia f(6").

2.6 Propiedades de la ecuacién de Laplace

El estudio de la ecuacién de Laplace constituye la rama de las matematicas denominada teoria
del potencial. En secciones anteriores hemos introducido la notacién V? para el operador
Laplaciano

0?2 o? 0?
92 a2 02
y hemos definido la ecuacion de Laplace como
VU =0

Hemos visto que la ecuacién de Laplace aparece en el régimen estacionario de la ecuaciéon
del calor. Esta misma ecuacién también aparece en el estudio del efecto que produce una dis-
tribucién de masa sobre otra y similarmente en una distribucion de carga. Consideremos como

ejemplo el caso gravitatorio. Sean my,mg, -+ ,m, y 71,79, -+ ,T, las masas y sus posiciones,
respectivamente. El potencial en 7 = (z,y, 2) es,
n
Gmi
U= ——
|7 — 7

Tomando las derivadas parciales, se encuentra
o*U 09U  0%U
ox? * Oy? * 0722 =0
esto es, el potencial gravitatorio satisface la ecuacién de Laplace. Notese que la ecuacion a la
que se llega no depende ni de las masas de las particulas, ni de sus posiciones.

Actividad 14: Deducir la ecuacion anterior.

Luego, las funciones U también son funciones armonicas. En el andlisis complejo usaremos
el concepto armdnico para indicar una de las propiedades de funciones analiticas f(x,y) =
u(z,y) + iv(z,y). Alll mostramos que tanto u como v son armonicas, esto es, satisfacen la
ecuacion de Laplace. La ecuacion de Laplace tiene tantas aplicaciones que su estudio constituye
una rama del andlisis denominada teoria del potencial.

Propiedad del valor medio: Las soluciones arménicas tienen la propiedad que su valor en
el centro de su dominio coincide con el promedio de sus valores sobre su superficie.
Por ejemplo, para el Laplaciano unidimensional tenemos,
d*U
—=0=U(x)=mz+b. 2.1
- (x) 21)

La solucién arménica U(x) satisface

(e = V)t UG,

con T = x1 + #5% el punto medio del intervalo [z, z3).
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Actividad 15: Deducir la ecuacién anterior.
Para el Laplaciano en dos dimensiones hemos encontrado, al resolver el problema de Dirich-

let, en la secciéon anterior,
J7 f(O)ay

2m
donde f(#') es el valor de la funcién el contorno, mientras 27 es la longitud del contorno.

w(r =20,0)

Interpretacion fisica del Laplaciano: En forma algo mas general, la magnitud
ViU

puede interpretarse como una medida cualitativa del apartamiento entre (i) el valor de U
promediado en la superficie y (ii) el valor de U en el centro. De este modo, si V2U = 0, ambos
valores (i) y (ii) coinciden, como mostramos en los dos ejemplos anteriores.

Para asignarle una interpretacién a los casos en que V2U # 0, consideremos que U representa
la temperatura T'(z,t). Cosideremos la situacion VT > 0 en cierto punto x al tiempo ¢. Dado
que V2T representa la diferencia entre el promedio en un entorno de x; y el valor de T en x,
tenemos

/TdS —T(x9) > 0= /TdS > T(zo),

esto es, la temperatura en xy es menor que en su entorno (pues el promedio de esos valores
resulta ser mayor que el valor en zg). Esto implica que el calor fluird hacia xg, luego

ar
ot

o
Esta conclusién es consistente con la ecuacién de calor

oT
2 QT:_
a‘V el

y el haber supuesto V2T > 0.
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