Trabajo Practico Ne2:
Modos normales de vibracion en una
molécula unidimensional - Soluciones

Derivacién de las ecuaciones de movimiento: Vamos a deducir las ecuaciones de movimiento
de modo general para una molécula lineal triatémica. Para ello etiquetamos las masas de los
nicleos de izquierda a derecha como mi, ms y mg. Llamaremos k; las constante restitutiva
entre las masas my y mo y ko las constante restitutiva entre las masas msy y mg. Llamaremos
by y by, a las distancias de equilibrio entre m; — my y my — mg, respectivamente (longitudes
naturales, sin estiramiento de los 'resortes’).

La masa m; es traccionada hacia la derecha por una fuerza Fj. La masa my es traccionada
por la izquierda por una fuerza F’; y por la derecha por una fuerza F,. Finalmente, la masa ms
es traccionada por la izquierda por una fuerza F’;. Donde F} = F| y F, = F}. Las ecuaciones
de movimiento resultan

F1 = mliélf (1)
—F+F, = malyy (2)
—F2 = m35r23f (3)

Las fuerzas vienen dada por el estiramiento respecto a sus longitudes naturales y las con-
stantes eldsticas,

Py = ki(vyp — 115 — by) (4)
Fy = ko(r3p — 225 — by) (5)

Introducimos nuevas variables que dan el apartamiento de cada nicleo respecto a su posicion
de equilibrio,

Ty = Tif — T (6)
To = I‘Qf — T9; (7)
Tr3 = l‘gf — X3; (8)

Luego,
.i‘lf - .i‘l (9)
Bop = iy (10)
Igp = 43 (11)

y

Tof — X1f = 1‘2—{E1+bl (12)
T3f — Tof = XT3 — T2 + b2 (13)



De modo que las ecuaciones de Newton resultan,

k?l(ZL‘Q — IL‘1) = mlzil
—ki (2o — x1) + ko(xg —23) = maisy
—k2(~”€3 - 1’2) = m3l3
luego,
k1 .
E(.’L‘Q — .I‘l) = I
k1 ko .
. (xg — 1) + — (w3 —9) = o
ko .
—m—3(373 - 372) = I3

(17)
(18)

(19)

Escribiendo las coordenadas en forma ordena obtenemos las siguientes ecuaciones para el

caso general de diferentes masas, con diferentes resortes,

k1 k1
— Ty — —T2 = —I1
mq mi
k1 ki ko ko .
——F | —+ —| T2 — —x3 = —1)
ma mo Mg e
ko ko .
—— Tyt —T3 = —I3
ms ms
En forma matricial resulta,
Ar = —=Z
donde
ko kL 0
m mi
Ao | mtke _ ke
- mo mﬁ mo
0 k2 k2
ms ms

De este modo, podemos definir una transformacion lineal V' tal que,

vV . R R
T Vr=Ar=—-=%

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)
(26)

Ecuaciones de movimiento para la molécula CO,: Especializando para la molécula de

diéxido de carbono,

obtenemos el siguiente sistemas de ecuaciones,

k k ..
—T1— —X2 = —I
m m
koo ok ko
Mllfl Ml’z Mllf:s = Z1
k k ..
——X9 + —I3 — —XI3
m m



Az = —I

[k:/m —k/m 0 ]
A= |—k/M 26/M —k/M
0 —k/m  k/m

Autovalores: La ecuacion caracteristica para la molécula de diéxido de carbono COs resulta,

k/m—X —k/m 0
det(A—NI) = | —k/M 2k/M —X\ —k/M
0 —k/m  k/m—\
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CIEE



det(A—N) = % (%) (%) — % (%) (A) — % (\) <%) + % (M) (A)

/{Z3
m2M

) <%> (%) 4 <%> () +AN) (%) A
A ( ﬁw)

k> [k k>
- — A
mM (m) * mM< )

det(A—XI) = 2

det(A— M) = —)\3

ko kk
+A? [—+2—+—}

m M m
k2 k2 k2 k2 k2 }

mM  m? mM + mM + mM
k3 k3 k3
m2M — m2M mQM}
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Uno de los autovalores

siguiente

donde

det(A—NI) = =\
1 1
+A? 2k {— + ]

m M
2k [ 1 1
A =
m {M—i_Qm} 0
1 1 2k% [ 1 1
= N N2%k([—+— A— | — + —
(m—i_M>jL m <M+2m
2
_ )\3_)\22km+M+)\%2m+M
m m  2mM
+ M 2K22m+ M
— A2 a2 vommT A
[ mM + m QmM}

N 4+bA+c=0
2k
b = ——
mM(m+M)
k32
c = 2]\4(2m+M)
4k? k?
b —4dc = W(m+M)2—4m2M(2m+M)
4k* [(m + M)?
= mi| —(2m+M)}
Ak [(m+ M) — M(©2m+ M)
- om2M | M
Ak [(m? 4 M? 4 2mM) — 2Mm — M?
- omEM | M
4k* [m?
- om2M | M
4k*
2 —
b* —4c = W

|

)

(45)
(46)
(47)

(48)

es Ay = 0, los otros dos se obtienen de las raices de la ecuacién

(49)

(50)

(51)



Luego,

—b+ Vb —4c
2

[ M 452
_ L[y mean k]

mM M?
(m+ M) 2k
2k— -+ —
K mM M

[ m M 2k
2k—— + 2k—— 4+ —
kmMjL kmM M]

= N~ N~ N
T r

(1 1, 2k
2k— +2k— £ —
2+ 2

M
1 1 1
S A I
{Mer M]

los otros dos autovalores son
1 1 1 2 1 2m+ M
A_k{MJFEjLM}_k{M E}_k( mM )

_l’_
1 1 1 1
A= ’“[—MW‘—M]—’f(a)

Resumen de autovalores:

)\1 - 0
k
)\2 -
m
N = (2m+ M) k
5 M m

Autovector de \; = 0: El autovector the A\; = 0 resulta del siguiente sistema,

k/m —k/m 0 x
(A-=MDo = | —k/M 2k/M —k/M | |y]=b=0
0 —k/m  k/m z

La forma reducida de (Ab) es,

k/m —k/m 0 0 1 -1 010
—k/M 2/M —k/M|0 | > -1 2 —1]0
0 —k/m  k/m |0 0 -1 110
1 -1 0 (0

- {0 1 -1]0

0 -1 10

1 -1 010

10 1 —-1/0

0 0 010

(66)

(67)



Luego,

r—y = 0=z=y
y—z = 0=>y==z2

tomando z =1 =y =1,z = 1. El autovecto asociado a \; = 0 es,

tambien podria ser

Autovector de \; = %: El autovector the Ay = k/m resulta del siguiente sistema,

k/m —k/m —k/m 0 x
(A=X D)o = —k/M  2k/M —k/m —k/M Yy
0 —k/m k/m —k/m z
0 —k/m 0 x
= | —k/M kCm+ M)/mM —k/M| |y
0 —k/m 0 z
= b=0

La forma reducida de (A[b) es,

0 —k/m 0 0 0 -1 010
—k/M k@2m+ M)/mM —k/M|0 | - | -1 2m+M)/m —1|0
0 —k/m 0 0 0 —1 010
Luego,
—y=0=y=0
2m+ M
—r+—y—2=0=0=—2
m
—y=0=y=0
tomando z =1 =y =0,z = —1. El autovecto asociado a \y = k/m es,
-1
vp=1_ 0
1
1
desde luego que tambien podria ser | 0
-1

(75)

(79)



Autovector de \3 = (QmAZM) £: El autovector the A3 = k(2m+ M) /mM resulta del siguiente
sistema,

ko k(zmij\;M) —k/m 0 x
(A—ND)o = — BT kM — k(2m + M)/mM —k/M y
0 —k/m k/m —k(2m+ M)/mM 2
—2k/M —k/m 0 x
= —k/M  —k/m —k/M Yy (80)
0 —k/m —2k/M z
— 5=0 (81)
La forma reducida de (Ab) es,
—2k/M —k/m 0 0 —2k/M —k/m 0 0
—k/M  —k/m —k/M |0 | — 0 k/m  2k/M |0 (82)
0 —k/m —2k/M |0 0 —k/m —2k/M |0
“ok/M —k/m 0 |0
= 0 k/m 2k/M|0 (83)
0 0 0 0
—2m —-M 0 |0
S| o M 2m|o (84)
0 0 010
Luego,
M
—2mzr—My = 0=>2=——y (85)
2m
2
My+2mz = 0= y=——""s (86)
M
tomando z = 1 = y = —2% 5 = —M(_2m) — 1 E] autovector asociado a Az = k(2m +
M)/mM es,
1
1
—1
desde luego que tambien podria ser | 2m/M
—1
Resumen de autovectores:
1
o o= |1 (88)
1
—1
3 = |0 (89)
1
1
1




Interpretacion:

e En el primer modo (A1) los tres dtomos se desplazan colectivamente (como un rigido)
hacia la derecha.

e En el segundo modo (\y) ambos dtomos de los extremos se alejan del dtomo central, el
cual permanece quieto.

e En el tercer modo (A3) los dtomos de los extremos se mueven en la misma direccién
mientras el central se mueve en sentido opuesto.

Desplazamientos de los atomos como funcién del tiempo: Escribiendo la matrix A =
SDS™! con D = diag(\y, Ao, A3) vy S = (U1, Vs, U3) podemos reescribir es sistema,

T+Az = 0 (91)

T+SDS'z = 0 (92)

S'i+DS'z = 0 (93)

n+Dn = 0 (94)

donde

n = Stz (95)

n = Stz (96)

Luego,

’I.7.1+)\1’I’]1 = O (97)

M2+ Xomp = 0 (98)

i3+ Asns = 0 (99)

La solucion para cada modo normal es,

ni(t) = m(0)cos(y/Mt) + ’”f%_)sen(m) (100)

Luego, el desplazamiento the cada ntcleo se obtiene a partir de la relaciéon inversa por la
cual fue definido el modo normal,

T = 97 (101)
con
1 -1 1
S=[1 0 —-2m/M (102)
1 1 1
Luego,
T = 87 (103)
1 -1 1 m
— (10 —ommt) (m (104)
1 1 1 73
m—"n2+ns
= m — s (105)
m o+ 2+ 13

9



Finalmente,

z1(t) = m(t) —n(t) + ns(t) (106)
w(t) = mo) - () (107
w(t) = ) +mle) + (0 (108)

10



