Estudio de Curvas y Superficies

Ecuaciones de superficies:

La superficie mas simple ya ha sido motivo de nuestro estudio y ella es el plano. La
ecuacion del mismo, referido a un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal, es
lineal en las variables X; Y y z, es decir :

Un punto P(X,y,z) € 7 < ax+by+cz+d=0 (1)
siempre que el vector normal al plano 77 sea de componentes (a,b,c) y el punto de paso

del plano sea Py(Xo,Y0,20)-
La ecuacion (1) puede escribirse, generalizando de la siguiente manera:

Fixy)=0 (2

donde F esuna funcion de tres variables, que en caso del plano es: ax+by+cz+d
Bajo estas hipotesis, cualquier punto del plano P1(X1,y1,21) deben satisfacer tanto la
ecuacion (1) como la ecuacion (2) o sea que se cumplira:
ax;+by;+cz;+d=0 o lo que es lo mismo F(x1,y1,21)=0

Generalizando: llamaremos ecuacion de una superficie a la relacion que involucra las
coordenadas de un punto genérico de la misma. Si esta relacion es de la forma
F(x,y,2)=0, la superficie se podra caracterizar como el lugar geométrico de puntos del
espacio:

S=/P(xy,z) | F(x,y,2)=0}
Para obtener la ecuacion de una superficie, llamaremos (X,y,z) a las coordenadas de un
punto de la misma y las ligaremos a las condiciones que representen que efectivamente
dicho punto pertenezca a la superficie definida.

Es posible definir una superficie dando una propiedad que es cumplida por todos sus
puntos, o también como el movimiento de una recta en el espacio sujeto a ciertas
condiciones.

Ejemplos:

1) Estudiaremos la superficie. S=/P(x,y,z) / 2*=9

la ecuacion de la superficie es entonces z°—-9 =0 VX, ¥y dicha ecuacion se puede
descomponer de la siguiente manera: (z-3).(z+3)=0 Luego podemos caracterizar asi:

S={P(x,y,2) /(2 -3).(z+3)=0 /= {P(x,y,2) / -3=0}v {P(x,y,2) | z+3=0,
Es decir la superficie S estd formada por dos planos paralelos al plano coordenado xy

2) Estudiar la superficie siguiente: S=/P(x,y,z) / y2+y - 6=0/ . La ecuacion Y2+ y - 6=0
tiene por raices y1=2 ; y»=-3. Luego, podemos escribir: Y2,y - 6= (y — 2).(y+3)=0
luego

S=/P(xy.2) | y*+y - 6=0 =/P(x,y,2) / (y-2)=0 L {P(xy,z) / (y+3)=0;

Es decir dos planos paralelos al plano Xxz.
Observacion: si la ecuacion igualada a cero no tiene raices reales, diremos que el lugar
geométrico es vacio.

Superficies cilindricas
Una superficie cilindrica es la superficie generada por una recta, llamada generatriz
que se desplaza manteniéndose paralela a un eje coordenado y apoyandose en una
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curva / contenida en el plano coordenado perpendicular al eje que contiene a la recta
generatriz, a tal curva se la llama directriz.

Supongamos que la ecuacion de la directriz : f(X,y)=0 (en el plano xy) .a la que
llamamos con anterioridad /” y sea la recta generatriz paralela al eje z

Podemos expresar la superficie como:

S={P(x,y,2) / f(x,y)=0 vz}

Donde la ecuacion la funcion f(x,y)=0 es la ecuacion de la superficie y es valida Vz .

De la misma forma podemos definir una superficie cilindrica con directriz g(X,z)=0
y de generatriz paralela al eje y. Asi como también una superficie con generatriz
h(y,z)=0 y generatriz paralela al eje X.

Ejemplo 3:
El plano n={ P(x,y,z) / ax+by+d=0 ; Vz } es un caso particular de superficie
cilindrica cuya directriz es la recta: ax+by-d=0y de generatriz paralela en al eje z

\

Z
A
]
/
ax+by=d; z=2 /// A ax+by=d; z=1
/
//
] >y
Z / +by:d; z=0

¥

Ejemplo 4:
La ecuacion z°=2py representa una parabola en el plano yz , cuya generatriz es
paralela al eje X

v
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Superficies conicas

Una superficie cilindrica es la superficie generada por una recta, llamada generatriz
que gira de manera que uno de sus puntos llamado Vvértice V que es fijo y apoyandose
en una curva /~ que no contiene al vértice, a tal curva se la llama directriz.
Supongamos que la ecuacion de la directriz sea: f(X,y)=0 (en el plano Xxy) .y la recta
generatriz que cuyo punto fijo es V(0,0,p)

Ejemplo 5:

X2 y2

—+==1 . . .

Sealacurval :43g° " b? y el vértice V(0,0,0) la ecuacion de la superficie
z=0
2 2 2
conica sera : S: X—2+y—2—z—2=0
a~ b ¢

Ecuaciones de curvas en el espacio
Hemos estudiado hasta ahora que es posible representar a algunas superficies, dadas
en un sistema de coordenadas cartesianas, mediante la ecuacion :F(x,y,z)=0.
Algunas ecuaciones curvas en el espacio pueden ser dadas como interseccion de dos
superficies, lo que equivale a decir:
Sean F(X,y,2)=0; G(X,¥,2) =0 dos superficies, si éstas se interceptan , entonces diremos

F(x,y,2)=0
G(x,y,2)=0

Un ejemplo ya estudiado es la ecuacion de la recta en el espacio, que es psoble
representarla como interseccion de dos planos que la contengan.

que los puntos comunes deben cumplir : {

i F(X,y,2)=0 )
Diremos en general que I': o lo que es lo mismo:
G(x,y,2)=0
={P(X,¥,2)/F(X,Y,2) =0 }I {P(X,y,2)=0/G(X,y,z) =0} representa una curva en

el espacio.
Es posible también representar una curva en el espacio por sus ecuaciones
parameétricas, a saber:

x=f(t)=0
y=g(t)=0 teR
z=h(t)=0

donde los puntos de coordenadas (X,y,z) son pertenecientes a la curva. Dichas
coordenadas son funciones del pardmetro t. Esta forma es la mas utilizada para describir
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el movimiento de un punto en el espacio, en donde el parametro t representa el tiempo
y las coordenadas (X,y,z) el lugar que ocupa en el espacio en cada instante.

Como ejemplo ya conocido vemos que las ecuaciones paramétricas de la recta se
ajustar perfectamente a nuestra descripcion anterior:

X=X, +ut 53

- 0

r:<y=y,+u,t teR;, u=(U,u,,u)/r y Py(X,,Y,Z,)er t=-—
Z=17,+Ust ‘%

Otro ejemplo importante son las ecuaciones:
X =a.cost

I:<y=asent teR; a, k son constantes
z=Kkt

Estas con las ecuaciones paramétricas de la hélice circular. Ella esta contenida en el
cilindro de generatriz paralela al eje z, de ecuacion: x> +y> =a’ que podemos
obtener eliminando t de las dos primeras ecuaciones.
En este caso el parametro representa el angulo de giro sobre el plano Xy a partir del eje
positivo de las X. Si t aumenta en 27 reemplazando en las ecuaciones que las
coordenadas X e y no varian ( en efecto sent =sen(t + 27);cost = cos(t + 27) ) pero en
cambio la coordenada z aumenta en la cantidad p = k(t+27)—kt =27k que es
independiente de t y que recibe en nombre de paso de la hélice

v<
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Superficies de Revolucion:

Una superficie de revolucion es la que se obtiene haciendo rotar una curva
(generatriz) contenida en un plano alrededor de una recta del mismo plano, tal recta se
llama eje de rotacion.

Cada punto de la generatriz describe circunferencias contenidas en los planos normales
al eje de rotacion donde esta el centro de las circunferencias y se denominan paralelos
de la superficie. Los planos que contiene el eje de rotacion, al cortar a la superficie
forman los llamados meridianos .

Intentaremos hallar la ecuacion de una superficie de revolucion, para ello consideremos
una curva en el plano yz. Cuya ecuacion es f(y,z)=0, y consideraremos al eje X como eje

Si A(0,y,z) es un punto de la generatriz, al
girar alrededor del eje y describe una
circunferencia de centro C(0,y,0) y de radio

A Z

r= ‘a&‘ que es la coordenada z del punto A.

Una vez que el punto, sobre la circunferencia
al rotar se encuentra en la posicion P(X,y,z),el

P(xyf2)...

i radio en ese caso sera r = ‘CP‘ .este analisis
e c(0y.0)

»
»

N2 nos permite deducir que el radio puede

expresarse como I =+/X* +2°

Queda entonces claro que al girar un punto fijo de la curva generatriz sobre la
trayectoria de un paralelo la coordenada y no varia. Concluimos que las coordenadas de
un punto genérico de una superficie de rotacion P(X,y,z), con la coordenada

7= ‘@‘ =vXx>+12% esdecir, f(y,Vx>+12>)=0 eslaecuacion de la superficie de

rotacion. Entonces, si la generatriz es una curva en el plano coordenado yz y gira
alrededor del eje coordenado Y, la ecuacidn de la superficie se obtiene reemplazando la

coordenada z por v x> + z* en la ecuacion de la curva generatriz.

Ejemplo 6:
x> 7
—+—=1 . . .,
Sealacurva 4 g% ¢? la curva generatriz de una superficie de rotacion
y=0
Si gira alrededor del eje X, entonces la ecuacion de la superficie que obtenemos es:
2 2 2 2 2 2
X +12 . z
—2+y—2:1 o lo que es lo mismo —2+y—2+—2=1
a C a C C

Si gira alrededor del eje z, entonces la ecuacion de la superficie que obtenemos es:
2 2 2 2 2 2
X®+ z :
—2y+—2:1 oloqueeslomismo —+-—+—=1
a c a

En ambos casos obtenemos un elipsoide circular

Ejemplo 7
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Encontrar la ecuacion de la superficie generada por la curva: 7{

giro es el eje z. La ecuacion de la superficie es: X* + y* = 2pz
Seria Ud. Capaz de graficar dicha superficie?

Ecuacion general de sequndo grado en dos variables:
Consideremos al siguiente ecuacion :
Ax*> +By* +Cz> + DXy + Eyz+ FXz +Gx+Hy+Lz+M =0 (3)
Donde por lo menos uno de los coeficientes de los términos de segundo grado es
distinto de cero. Nuestra intencion es encontrar las condiciones que deben cumplirse
para que la ecuacion (3) represente una superficie, a la que denominaremos superficie
cuadrica.

Superficies Esféricas

Sea r un numero real positivo y sea C(a,b,c) un punto fijo del espacio, se llama
esférica de centro C y radio r al lugar geométrico de puntos del espacio tal que la
distancia al centro es igual C al radio r. Es decir:

S ={P(x,y,2)/ d(P,C)=r}={P(x,y,2)/(x—a)* +(y—b)> +(z—c)* =r?}

Decimos que la ecuacion de la esfera es: S:(x—a)> +(y—b)> +(z—c¢)* =r*(4)

luego podemos concluir que la ecuacion de una esfera con centro en el origen es:
S:x*+y*+zt=r’

Observamos entonces, y refiriéndonos a la ecuacion (3) que en este caso para que
represente una esfera se deberd cumplir que: A=B=C=0 y ademas D=E=F=0

Ejemplo 8:

Sea la ecuacion X* + Yy’ +2° +2x—4y+6z—2=0 indicar si es la ecuacion de una

superficie esférica, en tal caso dar las coordenadas de su centro y su radio.
Comencemos completando los cuadrados:

X> +2X+y> —4y+2> +62-2=0
X* +2X+1-14+y* —4y+2-242> +62+9-9-2 =0
(X7 42X+ D) =1+(y* —4y+2)—2+(2° +62+9)-9-2 =0

(X+D? +(y=2)> +(z+3)* =4~
Luego podemos decir que la ecuacion indicada representa una esfera de centro en
C(-1,2,-3) yradio 4
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Trataremos de encontrar las condiciones suficientes para que la ecuacion del tipo (3)
represente una superficie esférica. Por empezar tomaremos A=B=C=0 y D=E=F=0
AX* + Ay’ + Az> + Gx + Hy + Lz + M = 0 dividiendo por A obtenemos

X>+y>+27 + EX + H y+—12 +M =0 completando cuadrados obtenemos
A A A A

G, H L, G H> L[* M .
Xt (Y @ - - - +-—=0 obien

(X+—) +(y+—) +(z+ L —) = GZ+H'+L" —4AM esta expresion representara
2A oA 2A Y P P
e G*+H’+L*-4AM
una superficie esférica siempre que A >0 que es la condicion
suficiente buscada.
Elipsoide
2 2 2

La ecuacion general del elipsoide con centro en el origen es X—2 + E)/_Z +—=1 (5

a c’

donde los numeros a,b,c son reales positivos
Analizamos la ecuacion de la misma:
1) Simetrias:
(X,¥,2) ee < (=X, Y,2) € elipsoide : es simétrica respecto al plano zy

(X,¥,2) e e & (X,—Y, 2) € elipsoide : es simétrica respecto al plano xz
(X,¥,2) ee < (X, Y,—2) € elipsoide : es simétrica respecto al plano Xy

(X,Y,2) € e < (—X,—Y,—Z) € e :es simétrica respecto al origen de coordenadas

2) Interseccion con los ejes:
2 2 2
Y4
Y —+—=1

X2

~=1= x=%a Alospuntos A (-3,0,0) y A,(a,0,0)que
a

ar
y=0 =
z=0

son los de la interseccion del elipsoide con el eje x se llaman Vértices del elipsoide y al
segmento A; A, cuya longitud es 2a se lo llama semi-eje

2 2 2
X—+y—2+2—2:1
a- b* ¢ 5
x=0 = Z—Z:I = y=2xDb Alospuntos B,(0,~b,0) y B,(0,b,0) que
z=0

son los de la interseccion del elipsoide con el eje y se llaman vértices y al segmento
B, B, cuya longitud es 2b se lo llama semi-eje

Interseccion con los planos coordenados o lo que llamaremos trazas o secciones

principales
2 2 2
YA
a’? b? ¢? = b +—=1 querepresenta una elipse de semi ejes 2b'y 2¢c
C
x=0
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2 2 2
Xy .
a’ b? c? = a—2+c—2 =1 representa una elipse de semi ejes 2.a y 2.C
y=0

2 2 2

YA

Sttt =l Xy’ . o
a’l b ¢ = el + o =1 que representa una elipse de semi ejes 2.ay 2b
z=0

2 y2 Z2
—_t 4 — :1 y2 22 h2 .
a’ b 2 = 5 +— =1-— que representa una elipse
<—h b® ¢ a
2 2
y z .
o’ + o =1 siempre que |h| < a puesto que para
—(@*-h*) (@’ -h?
a a

h = £ ase intercepta en los vértices A, (-a,0,0) y A,(a,0,0)

2 2 2
X z
L . x> 7 k? ,
az b? ¢? = —+— =1-— representa una elipse
a~ ¢ b
y=k
X’ 7
5 +— =1 siempre que |k| <b,cuando k=+bse
a C
bT(bZ_kZ) b72(b2_k2)
intercepta en los vértices B,(0,—b,0) y B,(0,b,0)
2 2 2
Yoz x>y’ I*
ottt o T y _ ;
a b C = — +-5 =1-— querepresenta una elipse de
a C
z=1
x2 y?
5 + =1 siempre que ||| < C, cuando| = * C se intercepta en los
a

7((:2—'2) %(CZ_IZ)
C

CZ

vértices C,(0,0,—c) y C,(0,0,c)
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Hiperboloide de una hoja:

X2 y2 Z2
Estudiemos la superficie de ecuacion: —+-—>——=1 (6)
a~ b® ¢
donde los numeros a,b,c son reales positivos. Analizamos la ecuacion de la misma:
Simetrias:

(X,Y,2) € hiperboloide < (—x, Y, z) € hiperboloide : es simétrica respecto al plano zy
(X, Y,2) € hiperboloide < (x,—V, z) € hiperboloide : es simétrica respecto al plano xz
(X, Y,2) € hiperboloide < (X, y,—2) € hiperboloide : es simétrica respecto al plano xy
(X, Y,2) € hiperboloide < (—x,—y,—2) € hiperboloide : es simétrica respecto al origen

de coordenadas

Interseccion con los ejes:

X2 y2 Z2

St =1

a- b” ¢ )
X

y=0 = —

z=0

-=1= Xx=%a Alospuntos A (-a,0,0) y A,(a,0,0)que
a

son los de la interseccion del hiperboloide con el eje X

Xy 7
b e

2
x=0 = E)/_zzl = y=1Db Alospuntos B,(0,—b,0) y B,(0,b,0) que
z=0

_l_
2 2 2
b® ¢ /2
= -— =1 no tiene solucion en el conjunto de los numeros reales

0 .
0

Interseccion con los planos coordenados o lo que llamaremos trazas o secciones

principales
2 2 2
X z
N L - -
a’ b* ¢ = -~ —— =1 querepresenta una hipérbola de vértices
<=0 b” ¢
Bl (O,—b,O) y BZ (05 b,O)
2 2 2
X z
_2 + y_2 f— —2 = 1 X2 Z 2 . , 7 .
a’ b* ¢ = PRy =1 representa una hipérbola de vértices
y=0
A (-a,0,0) y A,(a,0,0)
X2 2 22
—_ + y_ —_——= 1 X2 y2 . . .
a’> b* ¢? = 5+ b =1 que representa una elipse de semi ejes 2.ay 2b
a
z=0
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Intersecciones con planos paralelos a los coordenados:

X z
2+'y2 - =1 y> 7 h* iné
azl b C = =5 —— =1-— querepresenta una hipérbola

b? ¢?

2 2

z
y -— =1 siempre que |h| > a puesto que para

2
Zz(az—hz) (@)

. . c
h =+ a se obtienen un par de rectas de ecuaciones Z = iB.y ; X=1a

X2
2 b
=k

2 2

Yz x> 7’ k?

2 2 =1--— representa una hipérbola
b

< o
o

U

|

|

|

X VA
- =1 siempre que |k| >b,cuando k =+bse

2 2
ZZ(bZ_kZ) l():z(bZ_kZ)

. . c
obtienen un par de rectas de ecuaciones Z=+—.X ; Yy =%b
a

X n z —1 2 2 2
S+ - = Xy ,
a’ b?> c¢? = —+>5=1+— que representa una elipse
a~ b C
z=1
2 2
X
RN AR

2 2
a5 2 b ,
C—z(c +17) C—z(c +17)

Podemos decir también (y el estudio lo dejamos a cuenta del lector) que las siguientes
ecuaciones:

2 2 2 2 2 2
X z X z
—Z—y—2+—2:1 y -—2+y—2+—2:1
a- b” c b® ¢
también representan hiperboloides de una hoja.
Hiperboloide de dos hojas
. . X2yt 7
Estudiaremos la siguiente ecuacion: — ———— =1
a~ b” ¢

Donde a,b,c son numeros reales
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Podemos afirmar que esta superficie es simétrica con respecto a cada uno de los ejes
coordenados y del origen también. Los puntos del hiperboloide de dos hojas con el eje
coordenado X son los puntos (-a,0,0) y (a,0,0), observamos también que no se intercepta
con el eje y ni con el eje z. Las intersecciones con los planos coordenados Xz e yz son

2 2 2 2
. ., z
respectivamente:  —-— y—z =1 conz=0 y también ——— =1 con y=0
a~ b a- ¢
Que representan hipérbolas de igual semi-eje real. El hiperboloide de dos hojas no corta el
2 2
. ., ., z .
plano yz puesto que no existe solucion para la ecuacion —=— ——- =1 las secciones
b~ ¢

planas que se obtienen seccionando la superficie con planos de ecuacion x=h son elipses si
|h| > a; en caso contrario no hay interseccion. Si h = +.a se obtienen lo ya mencionados
puntos de interseccion con el eje X .Las intersecciones que se obtiene con planos de

ecuaciones y= k son hipérbolas cuyos semi-ejes crecen al crecer K en valor absoluto. Ago
parecido sucede con los planos de ecuaciones z=l.

. x> y* 7’ . x> yr 7’
Por otra parte las ecuaciones: —— +~>——=1 comotambién -——"—+—=1
b ¢ C
Son ecuaciones de hiperboloides de dos hojas.

QD
o

Paraboloide eliptico

2 2

y

. ., X
Estudiaremos la ecuacion: —-+ b_2 =2Cz con CeR’
a

En el estudio de las simetrias podemos observar que esta superficie es simétrica respecto
del plano yz como también del plano xz pero no del plano xy. Ademas es simétrica
solamente respecto del eje z. Por lo tanto no es simétrica respecto al origen de coordenadas.
El paraboloide es una superficie que contiene al origen como uno de sus puntos, pero no
intercepta a los ejes en ningun otro punto. Sus intersecciones con los planos coordenados

2 2 2

X
——+1—= . 1—:23
son:¢< a2 b2 sobre el plano Xy representa el origen b? representa
7=0 x=0
una parabola
2
X
—=2cz ,
a’ representa una parabola.
y=0

Las intersecciones con planos paralelos a los coordenados pueden ser:
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2 2

Xy 2

~—+Z2-=2c¢ch _ X y

a’ bp? representan elipses de ecuacion ——+—=
2a‘ch 2b°ch

z=h

mismo signo. De lo contrario no representa ninguna curva.
Si c<0 la superficie estd integramente sobre el plano xy . Si ¢<0, estara por debajo.

2
=1sicyh son del

x>k’
— + S = 2.CZ i L o .
a b representan parabolas de distintos vértices dependiendo del valor del
y =k
namero K .
I 2 2
LU A Y2 , o |
a’ bp? representan parabolas de distintos vértices dependiendo del valor del
x=I
namero |
. . . x> 7’ 2 y?
Diremos ademas que las ecuaciones: —-+ b_2 =2.C.y ;5 b_2 =2.X
a

También representan paraboloides elipticos.
Ademas en el caso en que a= b es el llamado paraboloide circular, y es facil deducir

que es también una superficie de rotacion.

Paraboloide hiperbolico

2 2

y

En este caso estudiaremos la ecuacion: PERney =2z con CeR"
En el estudio de las simetrias podemos observar que esta superficie es simétrica respecto
del plano yz como también del plano Xz pero no del plano Xy. Ademas es simétrica
solamente respecto del eje z. Por lo tanto no es simétrica respecto al origen de coordenadas.
El paraboloide hiperbolico es una superficie que contiene al origen como uno de sus
puntos. Sus intersecciones con los planos coordenados
2 2 2

Xyt Yy _,
- L - a —— =201
son:y g b? sobre el plano Xy representa las rectas y = iB X ; b?
z=0 X=0
representan parabolas
X2
—=2cz .
a’ representan parabolas .
y=0

Las intersecciones con planos paralelos a los coordenados pueden ser:
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Xy

2
—=—=2ch ) _ x? 2
a’ b? representan hipérbolas de ecuacion ———— )2 =1
S —h 2a’ch 2b°ch
x> k?
? - b_2 ~ 77" representan parabolas de distintos vértices dependiendo del valor del
y=k
namero K .
I 2 y2
—-2-=2c1 . . ,
a’ b? representan parabolas de distintos vértices dependiendo del valor del
x=I
namero |

2 ZZ ZZ 2

Diremos ademas que las ecuaciones: ———=2CYy ; —-— Y 2.C.X
a~ b a~ b
también representan paraboloides hiperbdlicos.

Es posible que un paraboloide hiperbolico sea una superficie de rotacion?
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